CONFLUENTES

MATHEMATICI
LYON

Flavien MABILAT
A-quiddité sur certains sous-groupes monogenes de C

Volume 17 (2025), p. 11-31.
https://doi.org/10.5802/cml.98

© Les auteurs, 2025.
Certains droits réservés.
Les articles des Confluentes Mathematici sont mis a disposition sous la license

Creative Commons Attribution-NonCommercial-NoDerivs (CC-BY-NC-ND) 4.0 @@@@
BY NC ND

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd /4.0/

http://www.centre-mersenne.org/
SENNE e-ISSN : 1793-7434

« 4 Publication membre du centre
' > Mersenne pour I'édition scientifique ouverte

CEN
MER



http://www.centre-mersenne.org/
https://doi.org/10.5802/cml.98
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

Confluentes Math.
17 (2025), p. 11-31

A-QUIDDITE SUR CERTAINS SOUS-GROUPES MONOGENES
DE C

FLAVIEN MABILAT

Résumé. Au cours de I’étude des frises de Coxeter, M. Cuntz a défini la notion de A-quiddités
et a soulevé le probleme de I’étude de celles-ci sur certains sous-ensembles de C. L’objectif de
ce texte est de mener & bien cette étude dans le cas de quelques sous-groupes monogenes de
(C,+). On s’intéressera tout particulierement aux cas des sous-groupes monogenes engendrés
par Vk et par ivk avec k € N.

Abstract. (A\-quiddity over some cyclic subgroups of C) During the study of Coxeter’s
friezes, M. Cuntz defined the concept of A-quiddities and gave the problem of studying
them over some subsets of C. The objective of this text is to carry out this study in the
case of some cyclic subgroups of (C,+). In particular we will study the case of the cyclic
subgroups generated by vk and ivk, with k € N.

« L’efficacité symbolique des mots ne s’exerce jamais que dans la
mesure ou celui qui la subit reconnait celui qui l’exerce comme
fondé a lexercer [...]. » Pierre Bourdieu, Ce que parler veut dire.

1. INTRODUCTION

Depuis leur introduction au début des années soixante-dix, les frises de Coxeter
font I'objet de nombreux travaux qui ont notamment mis en lumiere de multiples
liens avec plusieurs autres domaines mathématiques (voir par exemple [15]). Lorsque
I’on étudie ces derniéres, on est amené a considérer 1’équation suivante :

a, —1 Ap—1 —1 a; -1
M, (ay,...,a,) = Lo . N RS - _1d.

En effet, les solutions de cette équation sont celles qui interviennent dans la construc-
tion des frises de Coxeter (voir [1] et [5, proposition 2.4]). Cela conduit naturelle-
ment a considérer la généralisation ci-dessous :

M, (ay,...,a,) =+xId. (E)

Notons par ailleurs que les matrices M, (aq,...,a,) interviennent également dans
de nombreuses autres situations telles que I’étude des fractions continues ou encore
la résolution des équations de Sturm-Liouville discrétes (voir par exemple [18]).
Les solutions de (E) sont appelées A-quiddités. L’étude de ces derniéres re-
pose principalement sur une notion d’irréductibilité basée sur une opération sur
les n-uplets d’éléments de l'ensemble considéré (voir [4] et la section suivante).
L’objectif principal est alors d’obtenir I’ensemble des solutions irréductibles de (F)
lorsque les a; appartiennent a un ensemble fixé. On dispose de telles descriptions

Classification Mathématique (2020) : 05A05.
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12 F. Mabilat

pour N (voir [4, Théoréme 3.1] et la section 3.2), Z (voir [5, Théoréme 6.2] et la sec-
tion 3.2) et Z[a] avec o un nombre complexe transcendant (voir [13, Théoréme 2.7]
et la section 3.2). Par ailleurs, V. Ovsienko a donné une procédure récursive per-
mettant de construire toutes les A-quiddités sur N* (voir [18, Théoréme 2]). On
dispose également d’un certain nombre d’éléments sur les solutions de (E) dans les
cas ou on se place sur les anneaux Z/NZ (voir [10, 11, 12, 14]) ou sur les corps finis
(voir [16]).

On souhaite ici se placer sur d’autres sous-ensembles de C que ceux déja étudiés,
en lien avec un probleme ouvert soulevé par M. Cuntz (voir [4, probléme 4.1]).
Pour cela, on va s’attacher a résoudre (E) sur un certain nombre de sous-groupes
monogenes de (C,+), c’est-a-dire sur un certain nombre de sous-groupes additifs
engendrés par un seul élément. On s’intéressera tout particulierement aux cas des
sous-groupes monogenes engendrés par vk et par ivk (avec k € N). Les énoncés
des deux résultats principaux sont présentés dans la section suivante et démontrés
respectivement dans les sections 4 et 5 tandis que la section 3 contient des résultats
préliminaires.

2. DEFINITIONS ET RESULTATS PRINCIPAUX

L’objectif de cette section est double. D’une part, on va donner les définitions
des notions essentielles a I’étude menée dans la suite et, d’autre part, on va énoncer
les résultats principaux de ce texte. Dans tout ce qui suit, R est un sous-magma
de C, c’est-a-dire un sous-ensemble de C stable par addition. De plus, si w € C,
on note (w) le sous-groupe de (C,+) engendré par w. En d’autres termes, on a
(w)y = Zw = {kw,k € Z}. On débute par la définition formelle du concept de
A-quiddité.

DEFINITION 2.1 ([4, définition 2.2]). — Soit n € N*. On dit que le n-uplet
(a1,...,a,) d’éléments de R est une A-quiddité sur R de taille n si (aq,...,a,) est
une solution de (F), c’est-a-dire si (ay,...,a,) vérifie M, (ai,...,a,) = £1d. En
cas d’absence d’ambiguité, on parlera simplement de A-quiddité.

Afin de procéder a I'étude des A-quiddités, on donne les deux définitions sui-
vantes :

DEFINITION 2.2 ([4, lemme 2.7]). — Soient (n,m) € (N*)2, (ay,...,a,) un n-
uplet d’éléments de R et (b, ..., by, ) un m-uplet d’éléments de R. On définit 'opé-
ration suivante :

(G,l,. .. ,an) @ (bl, . 7bm) = (a1 + bm,ag, ey Qp_1,0n —|— b17b27. . ,bmfl).

Le (n + m — 2)-uplet ainsi obtenu est appelé la somme de (aq,...,a,) avec
(bre.. . b).

Exemples. — On prend ici R =N. On a :
(2,0,3) (1,1,0) = (2,0,4,1);
(2.3,4) @ (4,1,0,8) = (10,3,8,1,0);
(1,3,5,3) @ (3,2,2,5,4) = (5,3,5,6,2,2,5);
n =2, (a1,...,0,) ®(0,0) =(0,0)® (a1,...,an) = (a1,...,an).

L’opération présentée ci-dessus n’est malheureusement ni commutative ni asso-
ciative (voir [19, exemple 2.1]). Cependant, celle-ci est trés utile pour I’étude des
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solutions de ’équation (F) car elle possede la propriété suivante : si (by, ..., by,) est
une A-quiddité sur R alors la somme (aq,...,a,) ® (b1,...,by) est une A-quiddité
sur R si et seulement si (a1,...,a,) est une A\-quiddité sur R (voir [4, 19] et [10,
proposition 3.9]).

DEFINITION 2.3 ([4, définition 2.5]). — Soient (a1,...,a,) et (b1,...,b,) deux
n-uplets d’éléments de R. On dit que (ai,...,a,) ~ (b1,...,by) si (by,...,b,) est
obtenu par permutations circulaires de (ay,...,a,) ou de (an,...,a1).

On montre que ~ est une relation d’équivalence sur ’ensemble des n-uplets
d’éléments de R (voir [19, lemme 1.7]). De plus, si un n-uplet d’éléments de R est
une A-quiddité sur R alors tout n-uplet d’éléments de R qui lui est équivalent est
aussi une A-quiddité sur R (voir [4, proposition 2.6]). On peut maintenant définir
la notion d’irréductibilité annoncée dans I'introduction.

DEFINITION 2.4 ([4, définition 2.9]). — Une A-quiddité (eq,...,cy,) sur R avec
n > 3 est dite réductible s’il existe une A-quiddité (by,...,b;) sur R et un m-uplet
(a1y...,am,) d’éléments de R tels que :

o (c1,...,¢n) ~(a1,...;am) ® (b1,...,b),
em=>=>3etl>3.

Une A-quiddité est dite irréductible si elle n’est pas réductible.

Remarque. — Si 0 € R alors (0,0) est une A-quiddité sur R. En revanche, elle
n’est jamais considérée comme étant une A-quiddité irréductible.

On dispose déja de plusieurs résultats de classification des A-quiddités irréduc-
tibles (voir section 3.2). Notre objectif ici est d’étudier les solutions de (E) sur
certains sous-groupes monogenes de (C,+) et d’obtenir, si possible, une classifica-
tion des A-quiddités irréductibles sur ces ensembles. On commencera par le cas de
R = (Vk) en démontrant le résultat ci-dessous :

THEOREME 2.5. — Soit k € N.

(i) (0,0,0,0) est Ia seule A-quiddité irréductible sur (+/0).
(ii) Les A-quiddités irréductibles sur (/1) sont :
{(1,1,1), (-1,-1,-1), (0,a,0,—a), (a,0,—a,0); a € Z — {+1}}.

(iii) Les A-quiddités irréductibles sur (/2) sont :

{j:(\/i, V2,2, \@), (O,aﬁ,o, fa\/i), (a\@,O, —aV/?2, O); a € Z}.

(iv) Les \-quiddités irréductibles sur (\/3) sont :

{:t(\/g, V3,v3,V3,V3,V3), (0,aVv3,0,—aV3), (aV3,0,—aV3,0); a € Z}.

(v) Supposons que k > 4. Les A-quiddités irréductibles sur (v/k) sont :

{(O,a\/E,O,—a\/E), (a\/E,O, —aVk, 0); ac Z}.

Ce théoreme est démontré dans la section 4. Par ailleurs, on constate que les listes
de A-quiddités irréductibles sur les sous-groupes (v'k) (k € N*) different en fonction
des valeurs de k alors que ces sous-groupes sont tous isomorphes. On considérera
ensuite les cas R = <Z\/E>, avec k € N. En particulier, on démontrera le résultat
suivant :
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THEOREME 2.6. — Soient k € N et Q, I'ensemble des A\-quiddités sur (iv/k). Si
k # 1, on note Zj, ensemble des A-quiddités sur (v/k) et on note Z; I'ensemble des
A\-quiddités de taille paire sur (v/1) = Z.

(i) Qi et Z ne contiennent que des éléments de taille paire. De plus, Iappli-
cation

ok QU — Bk, (@19, 021, ..., 02011, a2n1) —> (@1, —Q2, ..., 02,—1, —02p)

est une bijection.
(ii) Si k € N, k # 1 alors ¢y établit une bijection entre ’ensemble des -
quiddités irréductibles sur (iv/k) et ensemble des A-quiddités irréductibles

sur (Vk).

Ce résultat est prouvé dans la section 5.

3. RESULTATS PRELIMINAIRES ET PREMIERS ELEMENTS SUR LE CAS DES
SOUS-GROUPES MONOGENES

L’objectif de cette section est de regrouper plusieurs résultats déja connus sur
I’étude des A-quiddités et de donner quelques premiers éléments concernant le cas
des sous-groupes monogenes.

3.1. Résultats préliminaires. On commence par rappeler les solutions de (F)
sur C pour les petites valeurs de n.

PROPOSITION 3.1 ([5, exemple 2.7]).

e (FE) n’a pas de solution de taille 1.

e (0,0) est la seule solution de (E) de taille 2.

e (1,1,1) et (—1,—1,—1) sont les seules solutions de (E) de taille 3.

e Les solutions de (E) pour n = 4 sont les 4-uplets suivants (—a,b,a, —b)
avec ab = 0 (c’est-a-dire a = 0 ou b =0) et (a,b,a,b) avec ab = 2.

Si 'on se place sur un sous-magma R de C alors il suffit d’adapter le résultat
précédent aux éléments présents dans R. Par exemple, si 1,—1 ¢ R alors il n’y a
pas de A-quiddité de taille 3 sur R.

PROPOSITION 3.2 ([12, proposition 3.5]). — Soit R un sous-magma de C tel
que si x € R alors —z € R. Soit n un entier naturel supérieur a 2. (ay,...,a,) est
une solution (irréductible) de (E) sur R si et seulement si (—aq,...,—ay,) est une
solution (irréductible) de (E) sur R.

Démonstration. — La preuve donnée dans [12] s’adapte naturellement au cas
d’un sous-magma de C. O
PRroOPOSITION 3.3. — Soit G un sous-groupe de C.

(i) Une A-quiddité de taille supérieure a 5 contenant 0 est réductible.
(ii) Sil ¢ G alors les A-quiddités de taille 4 sont irréductibles.



A-QUIDDITE SUR CERTAINS SOUS-GROUPES MONOGENES DE C 15

Démonstration.

(i). — Comme G est un groupe, on a 0 € G. Soit (ay,...,a,) une A-quiddité
sur G de taille supérieure & 5. On suppose qu’il existe ¢ dans [1;n] tel que a; = 0.
On a:

(@ig2,s ey Oy, ..., G4, Qig1)
= (@iy2,. . An,a1,. .., 61+ aiy1) © (—ai41,0,0a441,0).

Or, (—a;+1,0,a;41,0) est une A-quiddité sur le groupe G (voir proposition 3.1) et
(@jg2y -y Qny a1,y ... a;—1 +a;11) est de taille n — 2 > 3. Ainsi, (a1,...,a,) est une
A-quiddité réductible.

(ii). — Supposons par I'absurde qu'une A-quiddité (c1, ..., cs) est réductible. 11
existe deux solutions de (E) (a1,...,a;) et (by,...,by) telles que 1,1’ > 3 et

(cl,...,C4)~(al,...,al)EB(bl,...7bl/).

Ona6=10+1 Ainsi, [ =1 =3. Or, comme 1 ¢ G et —1 ¢ G (puisque G est un
groupe), il n’y a pas de A-quiddité de taille 3 sur G (par la proposition 3.1). Ceci
est absurde. O

Cette proposition montre que la présence de certains éléments dans les A-quiddités
est un atout important pour I’étude de ces dernieres. Il est donc intéressant de cher-
cher des résultats permettant de garantir ’existence de nombres particuliers dans
les solutions de (E). Dans cet esprit, on dispose du résultat majeur suivant :

THEOREME 3.4 (Cuntz—Holm [5, corollaire 3.3]). — Soit (a1, ..., a,) € C" une
A-quiddité. 3 (i,5) € [1;n]?, i # j, tels que |a;| < 2 et la;| < 2.

Remarque. — La constante 2 du théoréme ci-dessus est optimale. En effet, on
peut montrer que, pour tout € €]0, 2], il existe une A-quiddité sur R dont toutes les
composantes sont de module supérieur & 2 — e (voir [13, proposition 3.5]).

On aura également besoin dans les sections suivantes de connaitre une formule ou
les coefficients de la matrice M, (a1, ..., a,) sont exprimés a Paide de déterminants.
Pour cela, on rappelle la définition classique ci-dessous :

On pose K_; :=0 et Ky := 1. Soient n € N* et (ay,...,a,) € C". On note

aq 1
1 as 1
Kolar,.. ay) =
1 Ap—1 1
1 an
K,(a1,...,a,) est le continuant de aq,...,a,. On dispose de I'égalité suivante
(voir [3, 17]). Soient n € N* et (a1,...,a,) € C". On a:
K,(ai,...,an) —Kn_1(as,...,a,)
My(ay,...,a,) = ’ L .
TL( ! n) (K’nl(alv"'7a’n1) _K’I’L72(a27"~7an71)

Pour calculer le polynéme continuant, on dispose d’un algorithme simple appelé
algorithme d’Euler (ou régle d’Euler), apparu lors de I’étude menée par L. Euler
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des fractions continues. On peut le décrire de la fagon suivante (voir par exemple |3,
section 2]). K, (a1, ..., a,) est la somme de tous les produits possibles des ay, . . ., ay,
dans lesquels un nombre quelconque de paires disjointes de termes consécutifs est
supprimé. Chacun de ces produits étant multiplié par —1 puissance le nombre de

paires supprimées. On commence donc par le produit a; X ... X a,. Ensuite, on
soustrait tous les produits de la forme a1 X ...a;—1 X a;42 X ... X a,. Puis, on addi-
tionne tous les produits possibles de a1, ..., a,, dans lesquels deux paires disjointes

de termes consécutifs ont été supprimées et on continue ainsi de suite.

Exemples. — En appliquant cet algorithme, on obtient :

Kz(al,az) =ajaz —1;

K3(ay,az,a3) = ajazasz —az — ay ;

Ky(ai,az,a3,a4) = a1aza3a4 — azay — a1a4 — ajaz + 1;

K5(a1, az,as, a4, a5) = 102030405 — A3G405 — G10405 — 10205 — 10203 +
as + as —|— ai.

3.2. Résultats de classification. On dispose déja de résultats de classification
des A\-quiddités irréductibles sur certains sous-ensembles de C, notamment sur N et
Z, obtenus a ’aide du théoréme 3.4.

THEOREME 3.5 (Cuntz [4, Théoréme 3.1]). — Les \-quiddités irréductibles sur
N sont (1,1,1) et (0,0,0,0).

THEOREME 3.6 (Cuntz—Holm [5, Théoréme 6.2]). — Les A-quiddités irréduc-
tibles sur I'anneau Z sont :

{(1,1,1), (-1,-1,-1), (0,m,0,—m), (m,0,—m,0); meZ—{:I:l}}.

Pour ce cas, on dispose d’une description combinatoire élégante des solutions.
Avant de donner celle-ci, on définit la notion d’étiquetage admissible introduite
dans [5].

DEFINITION 3.7 ([5, définition 7.1]). — Soit P un polygone convexe i n som-
mets. On considere une triangulation de ce polygone par des diagonales ne se cou-
pant qu’aux sommets et on affecte un entier relatif a chaque triangle. On dit que
cette étiquetage est admissible si ’ensemble des triangles étiquetés avec un entier
m # +1 peut étre écrit comme une union disjointe d’ensembles contenant cha-
cun deux triangles partageant un coté commun et ayant pour étiquette a et —a.
A chaque sommet de P on associe un entier ¢ obtenu en sommant les étiquettes
des triangles utilisant ce sommet. On parcourt les sommets, a partir de n’importe
lequel d’entre eux, dans le sens horaire ou le sens trigonométrique, pour obtenir le
n-uplet (c1,...,c¢,). Ce n-uplet est la quiddité de 1’étiquetage admissible de P.

THEOREME 3.8 (Cuntz—Holm [5, Théoréme 7.3]). — Les A-quiddités de taille n
sur Z sont des quiddités d’étiquetages admissibles de polygones convexes a n. som-
mets et réciproquement.
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Exemples. — Voici quelques exemples d’étiquetages admissibles avec leur quid-
dité :
1 1
/ \ / 1 \
171 1 1
AV V2
0——0 0——0
1 1— 3

2——3 5
1T | N\ 3
1—0 1 \
1 11—
Dans le dernier exemple, tous les triangles sont ethuetes avec 1, a 'exception des

deux triangles déja étiquetés sur la figure. Remarquons que les deux pentagones
ont un étiquetage admissible différent aboutissant a la méme quiddité.

Remarque. — La version initiale du théoréeme telle qu’elle apparait dans [5]
concerne uniquement les solutions de M, (a1,...,a,) = —Id et introduit pour cela
une notion de signe de ’étiquetage.

On dispose également du résultat de classification énoncé ci-dessous. Celui-ci
concerne le cas des sous-anneaux Z[a] avec o un nombre complexe transcendant,
c’est-a-dire un nombre complexe qui n’est racine d’aucun polynéme non nul a co-
efficients dans Z.

THEOREME 3.9 ([13, Théoréme 2.7]). — Soit o un nombre complexe transcen-
dant. Les A\-quiddités irréductibles sur 'anneau Z[«] sont :

(1,1,1), (=1,-1,-1), (0,P(),0,—P(c)),
(P(),0,—P(a),0); P eZ[X]—{*1} '

3.3. Premiers éléments sur les sous-groupes monogénes. Nous allons re-
venir & notre probléme initial en donnant quelques résultats de classification des
A-quiddités irréductibles sur (w) pour certains nombres complexes w.

PROPOSITION 3.10. — Soit w un nombre complexe vérifiant |w| > 2. L’ensemble
des \-quiddités irréductibles sur (w) est :

{(0,kw,0, —kw), (kw,0,—kw,0); k€ Z}.

Démonstration. — Soit (kyw, ..., k,w) une A-quiddité sur (w). D’apres le théo-
réme 3.4, il existe ¢ dans [1;n] tel que |k;w| < 2. Or, |kw| = |k;||w] = 2]k;|. Donc,
k; = 0. Par la proposition 3.3 (i), les A-quiddités sur (w) de taille supérieure & 5
sont réductibles.

Par la proposition 3.1, il n’y a pas de A-quiddité sur (w) de taille 3 (car 1 ¢ (w)).
Donc, par la proposition 3.3 (ii), les A-quiddités irréductibles sur (w) sont exacte-
ment les A\-quiddités de taille 4. Or, ab = 2 n’a pas de solution dans (w). Ainsi,
les solutions de (E) de taille 4 sont de la forme (0, kw, 0, —kw) ou (kw,0, —kw,0)
(avec k € Z). O
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COROLLAIRE 3.11. — Soit a € Z.

(i) Sia=0.(0,0,0,0) est la seule A\-quiddité irréductible sur {(a).

(ii) Sia = 1. L’ensemble des A-quiddités irréductibles sur {(a) est :
{(1,1,1), (-1,-1,-1), (0,m,0,—m), (m,0,—m,0); meZ—{+1}}.
(iii) Si|a| > 2. L’ensemble des A-quiddités irréductibles sur (a) est :

{(O, ka,0,—ka), (ka,0,—ka,0); ke Z}.

Démonstration.

(i). — (a) = {0}. Par la proposition 3.3(i), les A-quiddités sur (a) de taille
supérieure a 5 sont réductibles. Par la proposition 3.1, les seules A-quiddités sur (a)
de taille inférieure a 4 sont (0,0) et (0,0,0,0). Par la proposition 3.3 (ii), (0,0, 0,0)
est la seule A-quiddité irréductible sur (a).

(ii). — (a) = Z. Le résultat est déja connu (voir théoréme 3.6).

(iii). — C’est une conséquence de la proposition précédente. O

On va maintenant s’intéresser aux cas ol w est un nombre complexe transcen-
dant.

PROPOSITION 3.12. — Soit o un nombre complexe transcendant. L’ensemble
des \-quiddités irréductibles sur {«) est :

{(O, ka0, —ka), (ka,0,—ka,0); k€ Z}.

Démonstration. — Soient n € Nn > 2 et (k1q, ..., kpa) une A-quiddité sur («).
il existe € dans {—1,1} tel que :

_ K, (ka, ... k) —K,_q1(kea, ... kpa) \
Mn(kla’ B k’nOé) - <Kn_1(k104, ey k:n_loz) 7Kn_2(k204, ey kn_la)) = eld.
Supposons par 'absurde n impair. Par 'algorithme d’Euler, K,,_1(k1c, ..., kp—1c)
est un polynoéme en « & coefficients dans Z (dépendant des k;) dont le coefficient
constant est +1 (car n — 1 est pair). Or, P(a) = K,_1(k1q, ..., kn—1a) = 0. Ainsi,
comme « est transcendant, P est un polynéme nul. Ceci est absurde car le coefficient
constant de P est +1.
On en déduit que n est pair.

Par l'algorithme d’Euler, K,,_1(k1a, ..., kp—1c) est un polynéme en a a coef-
ficients dans Z (dépendant des k;) dont le coefficient dominant est H?;ll k;. Or,
P(a) = Kyp—1(k1ay ... ky_1a) = 0. Ainsi, comme « est transcendant, P est un

polynéme nul. Donc, H?;ll k; = 0, c’est-a-dire qu’il existe i dans [1;n — 1] tel que
k; = 0. Par la proposition 3.3 (i), les A\-quiddités sur (o) de taille supérieure & 5
sont réductibles.

Comme « est transcendant, 1 ¢ (a) et ab = 2 n’a pas de solution dans («).
Donc, par la proposition 3.3(ii), les A-quiddités irréductibles sur (a) sont de la
forme (0, ke, 0, —kar) ou (ka, 0, —ka,0) (k € Z). O

Cette proposition couvre de trés nombreux cas. En effet, ’ensemble des nombres
complexes algébriques est dénombrable (voir par exemple [2] et [7, corollaire IT1.57])
alors que C est indénombrable (Théoreme de Cantor, voir [7, corollaire ITI.54]).
De plus, il existe de nombreux résultats permettant de considérer des nombres
transcendants précis. Par exemple :
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e Nombres de Liouville (1844) : Si (an)n e v est une suite d’entiers compris
entre 0 et 9 avec une infinité de termes non nuls alors la série numérique de

terme générale Gy est convergente et S et est transcendant (voir [9]
et [7, exercice III.11)).

e Théoréeme de Hermite (1873) : e est transcendant (voir [8] et [7, Théo-
réeme I11.59]).

e Théoréeme de Lindemann (1882) : 7 est transcendant (voir [7, Théore-
me II1.60]).

e Théoreme de Gelfond—Schneider (1934) : Si a est un nombre algébrique
différent de 0 et 1 et si b est un nombre algébrique irrationnel alors a® est
transcendant, ot1 a’ est & prendre au sens exp(blog(a)) avec log(a) n’importe
quelle détermination du logarithme complexe de a (voir [6]).

Nous allons nous intéresser dans les sections suivantes aux cas de certains nom-
bres complexes algébriques en démontrant les deux théorémes présentés dans la
section 2.

3.4. Solutions dont toutes les composantes sont identiques. Parmi les -
quiddités irréductibles listées dans le théoreme 2.5, on constate la présence de so-
lutions dont toutes les composantes sont identiques. On va chercher ici, pour un
entier n fixé, quels sont les nombres complexes z pour lesquels le n-uplet (z,...,z)
est une A-quiddité irréductible sur tout sous-groupe de C contenant z.

PROPOSITION 3.13. — Soient n > 2 et z € C.

(i) Le n-uplet (z, ..., z) est une A\-quiddité de taille n sur C si et seulement s’il
existe 1 <k <n—1 tel que z = 2608(’%).

(ii) Soient 1 < k < n — 1 et G un sous-groupe de C contenant z := 2003(%’7).
(2,...,2) € G™ est irréductible sur G si et seulement sin =4 et k =2 ou

n > 3 et k et n premiers entre eux.

Démonstration.

(i). — Supposons que le n-uplet (z,..., z) est une A-quiddité sur C. On a :
K,_1(z,...,2) =0.

Or, K, 1(X,...,X) = Un,l(%), avec U, le polynéme de Tchebychev de seconde
espece de degré n (voir [3, section 5]). Donc, 5 est une racine de U,, ;. Or, U,

est un polynéme de degré n — 1 qui possedent n — 1 racines réelles distinctes : les

cos(%’“) avec 1 < k < n—1. En effet, U,,_; est un polynéme de degré n—1 donc il a
au plus n — 1 racines complexes et, en utilisant la relation U, (cos(6)) = W

pour tout 6 # 0[r], on a :

Comme cos(22) # cos(F) lorsque 1 < k < I < n—1, on obtient le résultat souhaité.
Par conséquent, z a la forme annoncée.
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km
n

Soit z := 2 cos(
De plus, on a :

) avec 1 < k < n— 1. Par ce qui précede, K,,_1(z,...,2) =0.

Kna(z02) = U“(cos(’”»
n
-l )y S e,
Sin(%) Sin(’%ﬂ) ’

3@

sin (k7w sin (kx
Ky(z,...,2)=U, <cos<k;zr>> = s(m(k—:)) = (—1)16.(7;;) = (-1).

Par conséquent, M,(z,...,z) = (—=1)¥Id.

(ii). — Soit z := 2cos(£%) avec 1 < k < n — 1. Soit G un sous-groupe de C
contenant z.

Supposons que k et n ne sont pas premiers entre eux. Soit u le pged de k et n. 11
existe deux entiers premiers entre eux k', n’ tels que n=n'uet k= Fkwu. On a donc
z=2 cos( 7). De plus, comme 0 < k < n, on a n’ # 1. On distingue deux cas :

e Supposons que n’ = 2. Comme 0 < k < n, on a nécessairement k = u et
z=0. Siu=2alors n =4 et la solution (z,...,z) € G™ est irréductible. Si
u > 2 alors n > 6 et on peut réduire la solution avec la A\-quiddité (0, 0,0, 0)
(proposition 3.3 (i)).
e Supposons que n’ > 2. Par (i), le n’-uplet (z,...,z) est une A-quiddité sur
le groupe G. Comme 3 < n' < § <n — 1, on peut utiliser cette A-quiddité
de taille n’ pour réduire notre A-quiddité de taille n.
Supposons maintenant que k£ et n sont premiers entre eux. Si n = 2 alors k = 1,
z = 0 et la solution est réductible. Si n = 3 alors k € {1,2}, z = £1 et la solution
est irréductible. On suppose maintenant n > 4 et on suppose par I'absurde que
(2,...,2) € G™ est réductible. Il existe une solution sur le groupe G de la forme
(a,2,...,2,b) de taille 3< I <n—1. Ona K;_5(z,...,z) = £1. Donc,

. (I-1)km
k,,n. Sln<7)
Ul72 (COS(n)) = W = +1.

Ainsi, sin(%) = +sin(£T), ce qui implique %% = 0[r] ou % = 0[x]. On

n
distingue les deux cas :
e Supposons que ”” = 0[x]. On a lk = 0[n], c’est-a-dire n divise lk. Comme
k et n sont premlers entre eux, n divise [, par le lemme de Gauss. Comme
| < n, ceci est absurde.
e Supposons que W = 0[x]. On a (I — 2)k = 0[n], c’est-a-dire n divise
(1—2)k. Comme k et n sont premiers entre eux, n divise [ — 2, par le lemme
de Gauss. Comme [ < n, ceci est absurde.

Dong, (z,...,z) € G™ est irréductible. O
Exemples.
e Soit T := 1+T‘/5 le nombre d’or. On a 7 = 2cos(¥). Par conséquent,

(r,7,7,7,7) est une A- quiddité irréductible sur (7’)
e (2cos(3F),2cos(32), 2 cos(52), 2 cos(5X), 2 cos(3Z), 2 cos(
une - qu1dd1te 1rreduct1ble sur Z[2 cos(‘r’;r )]-

57),2cos(3F)) est
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Remarques.

(i) Pour n=4, on obtient les A\-quiddités irréductibles (0, 0,0,0), £(v/2, V2, v2,v?2).
Pour n = 3, on obtient les solutions irréductibles +(1,1,1). Pour n = 6, on ob-
tient les A-quiddités irréductibles +(v/3,v/3,v/3,v/3,v3,v/3). On retrouve donc
les solutions dont toutes les composantes sont identiques présentes dans le théo-
reme 2.5. Cependant, on n’utilisera pas les résultats de cette sous-partie dans la
preuve de ce dernier.

(ii) Lorsque lon travaille sur les anneaux Z/NZ, on dispose de trés nombreux résul-
tats sur les Ad-quiddités dont toutes les composantes sont identiques (voir notam-
ment [12, 14]).

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.5

L’objectif de cette section est de démontrer le théoreme 2.5, c’est-a-dire de consi-
dérer les cas w = vk avec k € N. Le point (i) correspond exactement au point (i)
du corollaire 3.11. De méme, le point (ii) est scrupuleusement identique au théo-
réme 3.6. Quant au point (v), il découle directement de la proposition 3.10. Il nous
reste donc & considérer les cas des sous-groupes (V&) avec k = 2 et k = 3.

Dans ce qui suit, si (ag,...a,) est une solution de (F) on considérera a; et ay
comme des éléments consécutifs (ceci & cause de I'invariance par permutations cir-
culaires des solutions de (E)).

4.1. Le cas k = 2. Soient m un entier strictement positif et (aj,...,a,) une
solution de (E), avec, pour tout j dans [1;m], a; = k;v/2 et k; € Z. 1l existe
e € {£1} tel que :

Kp(ay,...,am) —Km—1(ag,...,am)
eld= M, (ar,...,am) = mAT T m m P mm o,
m( ! ’ m) (an—l(ala-”aanb—l) _Km—2(a23-~-aam—1)
Supposons m impair. On a K,,(a1,...,a,) =¢ € Z.
Par l'algorithme d’Euler, K., (a1, ..., a,;,) est une somme dont chacun des termes

est un produit d’un nombre impair de a; (et éventuellement de —1). On regroupe
les /2 présents dans chaque terme. Chacun des termes de la somme est alors le
produit de v/2 & une puissance impaire multiplié par des entiers. En factorisant par
V2, on peut donc écrire K,,(a1,...,a,,) comme le produit de v/2 par un entier.

Ainsi, Kp(ay,...,a,) € Z N 2Z, cest-a-dire K,,(a1,...,a,) = 0. Ceci est
absurde puisque € € {£1}.

Donc, il n’y a pas de A-quiddité de taille impaire sur (v/2).

Supposons maintenant m pair supérieur a 4 avec m = 2n. Notre objectif est de
montrer que si tous les k; sont non nuls alors deux k; consécutifs sont égaux a 1 ou
a—1.

Par l'algorithme d’Euler, Ks,, (k1 V2, ko2, .. kon_1V?2, kgn\/i) est une somme
de produits des k;\/2 (et éventuellement de —1). Dans chaque terme d’une de ces
sommes, pour chaque j impair k; est suivi d'un k; avec [ pair. On fait alors la
manipulation suivante :

kiV2kV2 = 2kik = k;j(2k).
Avec cette manipulation, on a

Kon (k1vV2,k2V2, ... kan—1V2, konV2) = Kau(ky, 2k, . .. kon—1, 2k2n).
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On procéde de fagon analogue pour Ko, o(k2V/2, ..., kan_1v/2) (puisque pour pour
chaque j impair k; est précédé d'un k; avec  pair).

Kon_1(k1vV2, k22, ..., kan_1V/2) est une somme de produits des k:jﬂ (et éven-
tuellement de —1). Pour chaque terme de la somme, on a deux choix :

e le terme est de la forme kj\/ﬁ avec j impair;

e le terme est un produit de 2u + 1 éléments de la forme k;v/2 avec u + 1
indices j impair. Pour chaque m pair k,, est précédé d’un k; avec [ impair.
On fait alors la manipulation suivante :

EiV2kp V2 = 2kikp, = k(2K

Cela donne 0 = Kgnfl(k‘l\/i, k‘g\/i, ey k}gn,1 \/é) = \/§K2n71(k1; 2]62, ey k‘gnfl).
En particulier, on a 0 = Ko, —1(k1, 2k, ..., kon—1). On procede de fagon analogue
pour Kzn_l(kg\/i, ey l{ign\/g)
Donc, (ki,2ks, ..., kon—1,2koy,) est une A-quiddité sur Z.
On suppose que pour tout i € [1;2n], k; # 0. Ainsi, par le théoréme 3.4, il existe
i € [1;n] tel que k; = £1 et 4 impair.
On montre, par un simple calcul, que :
o Ms(a,1,b) = Ma(a—1,b—1);
o Msz(a,—1,b) = —Ms(a+ 1,0+ 1).

Si on « réduit » de cette facon tous les +1 présents dans (ki,2ks, ..., kan—1,2kay)
on obtient une nouvelle solution. Cette nouvelle A-quiddité ne peut contenir que
des éléments appartenant a la liste suivante :

k; avec i impair et |k;| > 2;

2k; avec i pair;

2k; — 1 avec 1 pair;

2k; + 1 avec 1 pair;

2k; — 2 avec 1 pair;

2k; + 2 avec 1 pair.

Par le théoreme 3.4, un de ces éléments est nécessairement égal a 0, 1 ou —1.
Cela ne peut pas étre un des éléments des deux premieres catégories. S’il existe
1 € [1;2n] tel que 2k; —1 € {0,1, —1}. On a nécessairement 2k; —1 = 1, c’est-a-dire
k; = 1. De plus, pour arriver a 2k; — 1 lors de la réduction on a impérativement
utilisé un 1 adjacent & 2k;. Ainsi, on a deux k; consécutifs égaux a 1. On procede
de fagon analogue il existe i € [[1;2n] tel que 2k; + 1 € {0,1,—1}. Supposons
maintenant qu’il existe i € [1;2n] tel que 2k; —2 € {0,1, —1}. On a nécessairement
2k; —2 =0, c’est-a-dire k; = 1. De plus, pour arriver a 2k; — 2 lors de la réduction
on a obligatoirement utilisé un 1 adjacent & gauche et & droite de 2k;. Ainsi, on a
deux k; consécutifs égaux a 1. On procéde de fagon analogue 8’1l existe i € [1;2n]
tel que 2k; +2 € {0,1,—1}.

Ainsi, si (a1, .. .,a,) est une A-quiddité sur (v/2) alors n est pair et une des deux
conditions suivantes est obligatoirement vérifiée :

e un des a; est nul;
e deux a; consécutifs sont égaux et valent V2 ou —/2.

Par la proposition 3.1, (\/§7 V2,12, \/i) et (—\/i—\/i—f,—\/?) sont des -

quiddités sur (v/2). Aussi, on peut les utiliser pour réduire toutes les solutions
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de (E) de taille supérieure a 5 dont deux éléments consécutifs sont égaux et valent
V2 ou —/2.

Donc, les A-quiddités sur (v/2) de taille supérieure & 5 sont réductibles (par la
proposition 3.3 (i) et la discussion précédente). Par les propositions 3.1 et 3.3 (ii),
les A-quiddités irréductibles sur (v/2) sont celles données dans 1’énoncé.

4.2. Le cas k = 3. Soient m un entier strictement positif et (a1,...,a,) une
solution de (E), avec, pour tout j dans [1;m], a; = k;v/3 et k; € Z. En procédant
de la méme maniére que dans le cas précédent, on obtient m pair, c’est-a-dire
m = 2n, et (k1,3ka, ..., kon—1,3k2,) solution de (E) sur Z.

Par la proposition 3.1, les seules A-quiddités sur (v/3) de taille inférieure & 4 sont
celles données dans ’énoncé. Par la proposition 3.3 (ii), celles-ci sont irréductibles.
On suppose maintenant m pair supérieur a 6. Notre objectif est de montrer que si
tous les k; sont non nuls alors quatre k; consécutifs sont égaux a 1 ou a —1.

On suppose que pour tout i € [1;2n], k; # 0. Ainsi, par le théoréme 3.4, il existe
i € [1;n] tel que k; = 1 et i impair.

On montre, par un simple calcul, que :

e Ms(a,1,b) = May(a—1,b—1);
[ ] Mg(a, 71,1)) = 7M2(a + ]., b + ].)

Si on « réduit » de cette facon tous les +1 présents dans (ki, 3ka, ..., kan—1,3kan)
on obtient une nouvelle solution. Cette nouvelle A-quiddité ne peut contenir que
des éléments appartenant a la liste suivante :

k; avec ¢ impair et |k;| > 2;
3k; avec ¢ pair;

3k; — 1 avec i pair;

3k; + 1 avec ¢ pair;

3k; — 2 avec ¢ pair;

3k; + 2 avec i pair.

Par le théoréme 3.4, un de ces éléments est nécessairement égal a 0, 1 ou —1.
Comme pour tout ¢ dans [1;2n] k; # 0, cela ne peut pas étre un des éléments des
quatre premiéres catégories. S’il existe ¢ € [1;2n] tel que 3k; — 2 € {0,1,—1}. On
a nécessairement 3k; — 2 = 1, c’est-a-dire k; = 1. De plus, pour arriver a 3k; — 2
lors de la réduction on a impérativement utilisé un 1 adjacent a droite et a gauche
de 3k;. Ainsi, on a trois k; consécutifs égaux a 1. On procede de fagon analogue s’il
existe ¢ € [1;2n] tel que 3k; +2 € {0,1,—1}.

On « réduit » a& nouveau tous les £1 présents dans la A-quiddité obtenue précé-
demment. On obtient une nouvelle solution qui ne peut contenir que des éléments
appartenant a la liste suivante :

k; avec ¢ impair et |k;| > 2;
3k; avec ¢ pair;

3k; — 1 avec ¢ pair;

3k; + 1 avec i pair;

3k; — 2 avec i pair;

3k; + 2 avec ¢ pair;

3k; — 3 avec ¢ pair;

3k; + 3 avec ¢ pair;
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e 3k, — 4 avec ¢ pair;

e 3k; + 4 avec i pair.
Par le théoreme 3.4, un de ces éléments est nécessairement égal 4 0, 1 ou —1. Comme
pour tout ¢ dans [1;2n] k; # 0, cela ne peut pas étre un des éléments des quatre
premieres catégories.

Supposons maintenant que 3k; — 2 € {0,1,—1} pour un certain i pair. On a
nécessairement 3k; — 2 = 1, c’est-a-dire k; = 1. De plus, pour arriver a 3k; — 2
lors de la réduction on a obligatoirement utilisé un 1 adjacent & gauche ou a droite
d’un 3k; ou d'un 3k; — 1. Par ce qui précede, ce 1 provenait d’un triplet de k;
consécutifs égaux a 1. On a donc au moins quatre 1 consécutifs.

Supposons maintenant que 3k; + 2 € {0,1,—1} pour un certain i pair. On a
nécessairement 3k; + 2 = —1, c’est-a-dire k; = —1. De plus, pour arriver a 3k; + 2
lors de la réduction on a obligatoirement utilisé un —1 adjacent a gauche ou a droite
d’un 3k; ou d’un 3k; + 1. Par ce qui précede, ce —1 provenait d’un triplet de k;
consécutifs égaux a —1. On a donc au moins quatre —1 consécutifs.

Supposons maintenant que 3k; + 3 € {0,1,—1} pour un certain i pair. On a
nécessairement 3k; +3 = 0, c’est-a-dire k; = —1. De plus, pour arriver a 3k; + 3 lors
de la réduction on a obligatoirement utilisé un —1 adjacent a gauche ou a droite
d’un 3k; + 1 ou d’un 3k; + 2. Par ce qui précede, ce —1 provenait d’un triplet de k;
consécutifs égaux a —1. On a donc au moins quatre —1 consécutifs. On procede de
fagon analogue si 3k; — 3 € {0,1, —1} pour un certain 7 pair.

Supposons maintenant que 3k; — 4 € {0,1,—1} pour un certain i pair. On a
nécessairement 3k; — 4 = —1, c’est-a-dire k; = 1. De plus, pour arriver a 3k; — 4
lors de la réduction on a obligatoirement utilisé un 1 adjacent & gauche et & droite
d’un 3k; — 2. Par ce qui précede, ce 1 provenait d’un triplet de k; consécutifs égaux
a 1. On a donc au moins quatre 1 consécutifs. On procede de facon analogue si
3k; +4 € {0,1,—1} pour un certain 7 pair.

Ainsi, si (a1, ... ,a,) est une A-quiddité sur (v/3) alors n est pair et une des deux
conditions suivantes est obligatoirement vérifiée :

e un des a; est nul;

e quatre a; consécutifs sont égaux et valent v/3 ou —v/3.
Par un simple calcul, on montre que £(v/3,v/3, v/3, v/3, V3, v/3) sont des A\-quiddités
sur (v/3). Aussi, on peut les utiliser pour réduire toutes les solutions de (E) de taille
supérieure & 7 dont quatre éléments consécutifs sont égaux et valent v/3 ou —v/3.

Donc, les A-quiddités sur (v/3) de taille supérieure & 7 sont réductibles (par la
proposition 3.3 (i) et la discussion précédente).

Soit (a1, ...,as) une A-quiddité sur (v/3) de taille 6. Si cette solution contient 0
alors, par la proposition 3.3 (i), elle est réductible. Si cette solution ne contient
pas 0 alors, par ce qui précéde, elle contient quatre /3 (ou —v/3) consécutifs.
Quitte a effectuer des permutations circulaires, la solution (a,...,ag) est de la
forme +(av/3,v/3,v/3,v3,v/3,bv/3). Si (av/3,v3,3,V3, /3, bV/3) est une solution

de (F) alors on a :
0= K;5(av3,v3,V3,V3,V3)
— V3K (V3. VEVE ) - Ks(VE,V3,V3)
=aV3 - V3.
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Donc, a = 1. On montre de méme que b = 1. Le cas ou la solution est de la
forme (—a\/g, —\/g, —\/37 —\/37 —\/g, —b\/g) se traite de facon analogue. De plus,
ces deux solutions sont irréductibles car dans le cas contraire elles seraient la somme
de deux solutions de taille 4 et contiendraient 0.

Ainsi, les A-quiddités irréductibles sur (v/3) sont celles données dans 1’énoncé.

4.3. Quelques remarques concernant les A-quiddités irréductibles sur
Z[Vk]. Les résultats obtenus sur les sous-groupes (Vk) incitent naturellement &
se tourner vers les anneaux Z[\/E] En particulier, il est légitime de se demander
ce que devienne les résultats d’irréductibilité obtenus pour les sous-groupes lorsque
I’on se place sur les anneaux.

Commengons par remarquer que les A\-quiddités irréductibles sur (\/E) sont tou-
jours des A-quiddités irréductibles sur Z[\/E], et méme plus généralement sur tous
les sous-groupes de C contenant <\/E> En effet, soit G un tel groupe. Les uplets
du théoréme 2.5 sont toujours des solutions, puisque le calcul matriciel ne dé-
pend que de leurs composantes. Les solutions de taille 4 sont irréductibles puis-
qu’elles ne contiennent pas +1. Considérons maintenant (v/3, V3,3,4/3,/3, V3).
Supposons par 'absurde que cette A\-quiddité est réductible sur G. Il existe une
solution de la forme (a,v/3,...,v/3,b) de taille 3 < I < 5, avec (a,b) € G%. En
particulier, on a K;_o(V/3,...,v/3) = £1. Or, on a les égalités : K;(v/3) = /3,
K5(v3,V3) = 2 et K3(v/3,v/3,V3) = /3, ce qui est absurde. Par la proposi-
tion 3.2, (—\/3, —V3, =3, -3, —/3, —\/ﬁ) est également irréductible.

En revanche, il y a en général d’autres A-quiddités irréductibles. Tout d’abord,
il faut rajouter, pour k > 1, (1,1,1), (=1,-1,-1), (a + bVk,0, —a — b\/k,0) et
(0,a+bVk, 0, —a—bVk), avec (a,b) € Z? et (a,b) # (1,0),(—1,0). Si k est un carré
alors Z[Vk] = Z et on connait toutes les A-quiddités irréductibles. Si k n’est pas
un carré, il peut y avoir d’autres solutions, qui sont bien siir intimement liées aux
propriétés arithmétiques de l'entier k.

Remarquons notamment que les A-quiddités de taille 4 sur Z[\/E] sont étroi-
tement liées aux solutions (entiéres) des équations de Pell-Fermat, qui sont les
équations diophantiennes de la forme 22 — ky? = m. En effet, les solutions de
2% — ky? = 2 permettent de construire les A\-quiddités

(x_y\/gvx—’—y\/gvm_y\/%wx"'_y\/%)a

qui sont irréductibles (puisque (1,0) et (—1,0) ne sont pas solutions de notre équa-
tion diophantienne). Notons par ailleurs qu'une équation de Pell-Fermat a soit une
infinité de solutions soit aucune solution. Par exemple, z2 — 3y? = 2 n’a pas de
solution, car sinon on aurait, en prenant 1’équation modulo 3, —1 carré dans Z/3Z.
En revanche, 72 — 7y? = 2 a une infinité de solutions, par exemple (3,1) ou (45, 17).
Ainsi, (45— 177,45+ 177,45 — 17/7,45+ 17\ﬁ) est une A-quiddité irréductible
sur Z[\/7]. Par ailleurs, pour construire une A-quiddité de taille 4, on doit cher-
cher des entiers x,y, z,t tels que (z + yVk)(z + tvk) = 2. En prenant la norme
N(z +yVk) = 22 — ky?, on voit que x> — ky? = d et 2> — kt?> = d’ avec dd' = 4.

Pour certaines valeurs de k, on peut trouver assez facilement des A-quiddités
irréductibles de plus grande taille. Plagons-nous par exemple sur Z[v/2]. Les uplets
suivants sont des A-quiddités irréductibles :

o (1-v2,-2-2v2,1-+2,-2-2V2), (—2—/2, —2+V/2, —2—/2, -2+/2) ;
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L4 (1_\/§a_2_\/§a_2_\/§71_f,_5_4\/§)a (_3+2\/§7_2_\/77_2a
1-v2,3+2v2), (-1 -v2,—v2,-2+ 2,1+ v2,-3+2V2);
o (4—-3v2,-2—2v2,-2 - 22,2, -2 + /2,20 — 14V/2), (=6 + 42,
—2—2v2, -2 —2v/2, -2+ /2, -2V/2, -4 — 3\/2).
Cette liste est bien entendu non exhaustive. Cela dit, elle est suffisamment étoffée
pour constater que le cas de Z[V/k] est infiniment plus complexe que celui de (V&)
lorsque k n’est pas un carré. On peut méme, sans trop s’avancer, émettre la conjec-
ture suivante : si k n’est pas un carré alors la taille des A-quiddités irréductibles sur
Z[\E] n’est pas majorée.

5. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.6

5.1. Preuve des bijections. Nous allons commencer par établir le point (i) du
théoreme. Pour cela, on commence par le résultat ci-dessous :

PROPOSITION 5.1. — Soit k € N. Il n’y a pas de A\-quiddité de taille impaire

sur (ivk).

Démonstration. — Soit n un entier positif impair. Supposons qu’il existe une
solution (a1, ...,a,) de (E), avec, pour tout j dans [1;n], a; = ikj\/E etk; €Z. 11
existe € € {1} tel que :

_ _ Kn(al,...,an) — n_l(ag,...,an)
eld = Ma(ar,...,an) = <Kn1(a1a cosan-1)  —Kpoa(ag,. .., anl)).
En particulier, K, (a1,...,a,) =€ € R.

Par 'algorithme d’Euler, K, (a1, ..., ay) est une somme dont chacun des termes
est un produit d’un nombre impair de a; (et éventuellement de —1). On regroupe
les i présents dans chaque terme. Chacun des termes de la somme est alors le produit
de i & une puissance impaire multiplié par des multiples entiers de v/k. Comme les
puissances impaires de ¢ valent +4, K, (aq,...,a,) est un imaginaire pur.

Ainsi, K, (aq,...,a,) € RNiR, c’est-a-dire K, (aq,...,a,) = 0. Ceci est absurde
puisque € € {£1}.

Donc, (E) n’a pas de solution de taille impaire sur (iv). O

On s’intéresse pour I'instant & Péquation sur Niyv/k. On commence par le résultat
suivant :

LEMME 5.2. — Soit k € N. Les solutions de (E) sur Niv/k contiennent un 0.

Démonstration. — Soit (a1, ... ,a,) une solution de (E) sur Niv/k. Par la pro-
position précédente, n est pair. On suppose que n est divisible par 4. Pour tout j
dans [1;7], a; = ik;v'k avec k; € N. Tl existe e € {£1} tel que :

Kn(ah"wan) - nfl(a27~~~aan) )

€IdMn(al’m’an)<Kn1(a1,...,an1) —Ky-2(az,...,an-1)

En particulier, K, (a1,...,a,) = €.

On regroupe les ¢ présents dans chaque terme de la somme définissant le conti-
nuant K, (a1,...,a,) (algorithme d’Euler). Les termes dans lesquels on a supprimé
un nombre pair de paire de a; consécutifs sont multipliés par ivk puissance un
multiple de 4, c’est-a-dire par une puissance paire de k. Les termes dans lesquels
on a supprimé un nombre impair de paire de a; consécutifs sont multipliés par
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—1 et par ivk puissance un entier divisible par 2 mais par 4, c’est-a-dire par
(—=1) x (—1) = 1 multiplié par une puissance de k.

Ainsi, K, (ai,...,a,) est égal & 1 (obtenu en supprimant toutes les paires pos-
sibles) plus une somme d’entiers positifs. Donc, nécessairement K, (a1,...,a,) =1
et un des a; est nul (car sinon on aurait K,(a1,...,a,) > 1).

On procede de fagon analogue si n n’est pas divisible par 4 (dans ce cas I'opposé
de K, (as,...,ay,) est égal & 1 plus une somme d’entiers positifs). O

Ces résultats permettent de classifier les A-quiddités irréductibles sur Niv/k.

THEOREME 5.3. — Les A-quiddités sur Niy/k sont les 2n-uplets ne contenant
que 0. En particulier, (0,0,0,0) est la seule A\-quiddité irréductible sur Nivk.

Démonstration. — Par la proposition 5.1, les solutions de (E) sur Niv/k sont de
taille paire. Supposons par absurde qu’il existe des solutions non nulles de (F) sur
Nivk. Soit (a1,...,a,) une A-quiddité sur Nivk possédant une composante non
nulle. Par le lemme précédent, il existe j € [1;n] tel que a; = 0.

Or, on a

a —1\/0 —1\(b -1\ [—a—-b 1Y\ _ a+b -1
(1 0><1 0>(1 0)‘( -1 0)“( 1 0)'
En utilisant cela, (a1,...,aj-2,a;—1 + a;+1,aj42,...,a,) est une solution de (E)
sur Niv/k. Cette solution posséde donc un zéro et une composante non nulle et on
peut ainsi réitérer le processus.

En procédant ainsi, on arrive a une solution de taille 2 possédant une composante
non nulle. Ceci est absurde par la proposition 3.1.

Donc, les A\-quiddités sur Niv/k sont des 2n-uplets ne contenant que des 0. De
plus, tous les 2n-uplets ne contenant que des 0 sont des A-quiddités sur Niv/k.
En particulier, (0,0,0,0) est la seule A-quiddité irréductible sur Niv/k (proposi-
tion 3.3 (i)). O

On revient maintenant au cas de Zivk :

Démonstration du théoréme 2.6. — Soit k € N. 0, et =, n’ont que des éléments
de taille paire (proposition 5.1 et section précédente). Soit (a1, agi, . . . , Gan—11, a2,1)
une A-quiddité sur (ivk). Il existe € € {£1} tel que :

eld = Mzn(ali, agi, ey agn,li, agni)
_ (Kan(ari, azi, . .. azn—1i,a2ni)  —Kon—1(agi, ..., azp—11, azni)
Kgn_l(ali, agi, ey agn_li) —K2n_2(a2i, - ,agn_li) ’
Par l'algorithme d’Euler, Ko, (a1i, asi, . .., a2,—11, a2,1) est une somme de produits

des a;i. Dans chaque terme d’une de ces sommes, pour chaque j impair a; est suivi
d’un ay, avec k pair. On fait alors la manipulation suivante :

ajiari = ajakiQ = a;(—ag).

Avec cette manipulation, on a

Kon(a1i,azi, . .., G2p—11, a2,1) = Kop(ai, —ag, ..., azn—1, —a2n).
On procede de fagon analogue pour Ky, _o(agi,...,as,—1%) (puisque pour pour
chaque j impair a; est précédé d'un a; avec [ pair). Ko,_1(a1i,ass,...,a,-11) est

une somme de produits des a;i. Pour chaque terme de la somme, on a deux choix :
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o le terme est de la forme a;¢ avec j impair;

o le terme est un produit de 2u+1 éléments de la forme a7 avec v+ 1 indices
j impair. Pour chaque m pair a,, est précédé d’un a; avec [ impair. On fait
alors la manipulation suivante :

Aiami = apamiz = ar(—am)-

Cela donne 0 = Ko, —1(a1i, asi, ..., a,—11) = iKsn_1(a1, —asg,...,a2,—1). En par-
ticulier, on a

0= Kop_1(a1,—asz,...,a2,—1).
On procede de fagon analogue pour Ka,_1(azi, agi, ..., aznt).

Donc, (a1, —asg, ..., a,—1, —a2,) est une A-quiddité sur <\/E) Ainsi, o}, est bien
défini.
Comme ¢y, est injective, il nous reste a montrer que j, est surjective.

Soit (ay,ag, ..., a2n—1,a2,) une A-quiddité de taille paire sur (v/k). Par les mémes
arguments que ceux utilisés précédemment, (a1i, —asi,...,asn—14, —ag,i) est une
A-quiddité sur (ivEk) et son image par ¢ est (a1, as, ..., an_1,a2,). Donc, @ est
surjective.

Ainsi, ¢ établit une bijection entre 0 et Zj.

On considére maintenant 1'irréductibilité des solutions de (E) sur (ivk) lorsque
k#1.

Soit (a1i,ai, ..., a2, 14, ag,i) une A-quiddité sur (ivk). Supposons que la -
quiddité ¢ ((a1i,asi,. .., as,—1%,a2,%)) est réductible. Comme k # 1, il existe
(b1,ba, ..., ba—1,ba1) et (c1,ca,...,Cop—1,cor) deux A-quiddités de taille paire sur
(v'k) de taille supérieure & 3 telles que :

(al, —ag,...,02n—-1, —agn) = @k((ali, az’i, ey agn_li, agni))
~ (bl, bg, L. ,bgl_l, bgl) D (61,62, o, Col 1, Cgl/).
Ainsi, on a :
(ali, GQi, ey agn,li, azni)
~ (bli, —boi, ..., by _11, —bgli) D (—Cli, Coty ..., —Cop 11, Cgl/i).
Or, on a montré que (b1%, —bai, ..., bo_1%, —boyi) et (c1i, —cat, ..., Cop_19, —Copi)
sont des \-quiddités sur (iv/k). Par la proposition 3.2, (—ci4, cai, . . ., —Copr—11, i)

est une A-quiddité sur (iv/k). Donc, I'image par @) d’une solution irréductible sur
(ivk) est une solution irréductible sur (Vk).

Soit (ayi,asi,...,asn—11,a2,1) une A-quiddité réductible sur (u/E) Il existe
(b14,bai, ..., boy—11,boyi) et (c1i, oty . .., Cop—11, cori) deux A-quiddités sur <z\/E> de
taille supérieure a 3 telles que

(ali, agi, ey agn_li, agni) ~ (bli, bgi, ey bgl_li, bgli) D (Cli, Czi, ey CQl/_li, CQl/i).
On a
or((aii,asi, ..., azn 11, a2n1)) = (a1, —az,...,a2,—1, —A2n)

~ (b1, =ba, ..., bay—1,—by) ® (—c1,¢2,...,—Cop—1,Cor).
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Or, (c1,—co,...,cor—_1,—cor) = @i((c1i,c2t,. .., cop_1i,copi)). Done, le 20'-uplet
(c1,—¢a,...,cor_1,—cop) est une solution de (E) sur (v/k). Par la proposition 3.2,
(—c1,¢o, ..., —Copr—1,cop) est une solution de (E) sur (VE).

Donc, ¢ ((a1i, asi, ..., asn—11, as,i)) est réductible. Ainsi, ¢y établit une surjec-

tion entre les solutions irréductibles de €2 et les solutions irréductibles de =j.
Done, ¢, établit une bijection entre les solutions irréductibles sur (ivk) et les
solutions irréductibles sur (V). O

Malheureusement, ¢ n’établit pas une bijection entre les solutions irréductibles
sur (i) et les solutions irréductibles sur Z. En effet, il existe des solutions irréduc-
tibles de taille 3 sur Z (voir Théoréme 3.6) alors que cela n’est pas le cas sur (z)
(voir proposition 5.1).

5.2. Solutions pairement irréductibles. Nous allons maintenant donner quel-
ques éléments sur lirréductibilité des A-quiddités sur Zi. On commence par la
définition suivante qui concerne les solutions de taille paire sur Z.

DEFINITION 5.4. — Une M-quiddité sur Z de taille paire est dite pairement
réductible si on peut l’écrire comme une somme de deux A-quiddités sur Z de
taille paire supérieure a 4. Dans le cas contraire, la A-quiddité est dite pairement
irréductible.

Exemples.

e Les A\-quiddités de taille 4 sont pairement irréductibles;
e (2,2,1,4,1,2) est pairement réductible car (2,2,1,4,1,2) = (1,2,1,2) @

(2,1,2,1);

e (1,2,1,2,1,2,1,2) est pairement réductible car(1,2,1,2,1,2,1,2)=(1,2,1,2)
®(0,1,2,1,2,0);

e (1,1,1,1,1,1) est pairement irréductible car dans le cas contraire elle serait
la somme de deux A-quiddités de taille 4 et il n’y a pas de A-quiddité de la
forme (a,1,1,b)

Graphiquement, la notion de A-quiddité sur Z pairement réductible signifie qu’il
existe un étiquetage admissible aboutissant a cette quiddité et possédant les deux
propriétés suivantes :

e on peut, en coupant suivant une diagonale, obtenir deux sous-polygones
possédant un nombre pair de sommet ;

e l’étiquetage admissible du polygone initial induit un étiquetage admissible
pour chacun des deux sous-polygones.

Par exemple, cela donne (avec tous les triangles étiquetés avec 1) :

~ 2 . ~ ! ! .
2 2 2 2
| | — | @ |
1 QU 1 1 Q /o 1
4 2 2
Cette interprétation graphique doit néanmoins étre considérée avec précaution. En
effet, il est possible pour une méme quiddité d’avoir deux étiquetages admissibles
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différents, un ne vérifiant pas les deux conditions précédentes et un autre les véri-
fiant. Par exemple, pour (1,2,1,2,1,2,1,2) on a :

/2\1 2/1&1
0/0 £ l 1 £
\2/ \2/

Les triangles non étiquetés sur la figure sont étiquetés avec 1.
Cette notion de solution pairement réductible est reliée a notre probléme initial
via le résultat ci-dessous :

—_—1

PROPOSITION 5.5. — (ayi,agi, ..., as,—11,a2,1) est une A-quiddité irréductible
sur (i) si et seulement si 1 ((a14, asi, ..., asn—11,asni)) = (a1, —ag, ..., a2n—1, —A2n)
est pairement irréductible.

Démonstration. — La preuve est analogue a celle du théoreme 2.6. (]

On termine par la conjecture ci-dessous :

CONJECTURE 5.6. — II existe des solutions pairement irréductibles de taille
arbitrairement grande.
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