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SUR L’INEXISTENCE D’ENSEMBLES MINIMAUX
POUR LE FLOT HOROCYCLIQUE

MASSEYE GAYE AND CHEIKH LO

Résumé. La dynamique topologique du flot horocyclique hr sur le fibré tangent unitaire
d’une surface hyperbolique S géométriquement finie est bien connue. En particulier sur
une telle surface le flot hr admet toujours des ensembles minimaux. Lorsque la surface S
est géométriquement infinie, le comportement du flot horocyclique dépend de l'action du
groupe fondamental 71 (S) de la surface sur le bord a l'infini du plan hyperbolique. Le but
de ce texte est de donner une condition d’inexistence d’ensembles minimaux pour le flot
horocyclique et de I'utiliser pour construire une famille d’exemples de surfaces hyperboliques
géométriquement infinies sur lesquelles le flot horocyclique est sans ensembles minimaux.

Abstract. (On the non-existence of minimal sets for the horocycle flow) The topological
dynamics of the horocycle flow hr on the unitary tangent bundle of a geometrically finite
surface S is well known. In particular in this case a hg-minimal set exists always. When
the surface is geometrically infinite, the behaviour of this flow depends on the action of the
fundamental group 71(S) of the surface on the boundary of the hyperbolic plane. The aim
of this paper is to give a non-existence condition of hg-minimal sets and use it to construct
a family of geometrically infinite surfaces on which the horocyclic flow has no minimal sets.

1. INTRODUCTION

Soit S une surface hyperbolique. On consideére l'action du flot horocyclique hg sur
son fibré unitaire tangent 7'*S en restriction & son ensemble non-errant €2;,. Lorsque
la surface est géométriquement finie (i.e. son groupe fondamental est de type fini)
la dynamique topologique du flot Ag est bien connue : les orbites horocycliques sont
denses ou périodiques dans ’ensemble non-errant du flot, voir [5], [4], [2]. En par-
ticulier action du flot est minimale sur 7S (i.e toutes les orbites sont denses) si
et seulement si la surface S est compacte. Plus généralement le flot horocyclique en
restriction a €2, admet toujours un ensemble minimal (i.e une partie de §2j, fermée,
non vide, hg-invariante qui ne contient aucun fermé propre, non vide et invariant
par hg). Lorsque la surface hyperbolique S est géométriquement infinie (i.e son
groupe fondamental est de type infini) ’ensemble €2}, contient des orbites autres
que denses et périodiques, voir [8]. Il est donc naturel de demander que devient la
rigidité du flot horocyclique hg observée dans le cadre géométriquement finie. Dans
un article technique M. Kulikov construit des exemples de surfaces hyperboliques
géométriquement infinies sur lesquelles le flot Ax n’admet pas d’ensembles mini-
maux, voir [6]. Sur ces exemples les orbites sont soit denses ou soit non fermées
et non denses. Ces derniers types d’orbites sont appelées orbites irréguliéres, voir
[8]. Récemment dans [7] S. Matsumoto a montré que sur les surfaces hyperboliques
gbométriquement infinies de premiére espece (i.e Q5 = T1S), dites tight surfaces,
construites par recollement de surfaces compactes avec des conditions sur le bord,
le flot Ag n’admet pas d’ensembles minimaux.

L’objet de ce texte est de proposer un autre point de vue en donnant un critére
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d’inexistence d’ensembles minimaux pour le flot horocyclique qui repose sur la
cardinalité des orbites irrégulieres. Ce critére permet de donner une construction
élémentaire d’'une famille de surfaces hyperboliques différentes de celles obtenues
par Matsumoto dont le flot horocyclique n’admet pas d’ensemble minimal. Cette
construction fait appel a un dictionnaire entre la nature des orbites du flot horo-
cyclique et celle des points de I’ensemble limite du groupe fuchsien correspondant.
Avant d’énoncer ce critére définissons sur I’ensemble des orbites horocycliques une
relation d’équivalence qui met en jeu le flot géodésique gr sur T'S. On dira que
deux orbites horocycliques hr(m(u)) et hr(m(v)) sont en relation s’il existe un réel
to tel que gt, (hr(m(u))) = hr(mw(v)). Deux telles orbites sont de méme nature to-
pologique.

THEOREME 1.1. — Soit S une surface hyperbolique géométriquement infinie.
Si le flot horocyclique hg admet au plus un nombre dénombrable de classes d’équi-
valence d’orbites irréguliéres, alors les seuls éventuels ensembles hg-minimaux sont
ses orbites fermées.

COROLLAIRE 1.2. — Soit S une surface hyperbolique géométriquement infinie.
Si aucune trajectoire horocyclique n’est fermée dans I'ensemble non-errant et si
I’ensemble des classes d’équivalence des orbites irréguliéres est au plus dénombrable,
alors le flot horocyclique restreint a §2;, n’admet pas d’ensemble minimal.

Dans la section 3 en utilisant un point de vue vectoriel du flot horocyclique nous
démontrons le théoreme 1.1 et dans la section 4, nous nous appuierons sur le lien
entre la dynamique topologique du flot hg sur T1S et la nature des points limites
du groupe fuchsien associé a la surface S pour illustrer le corollaire 1.2.

2. PRELIMINAIRES

Nous nous plagons dans le demi-plan de Poincaré H = {z € C : Imz > 0},

muni de la métrique hyperbolique ds? = (1‘1(125)2' Soit G le groupe des isométries qui
préservent l'orientation de H, son action se prolonge en une action par homéomor-
phisme sur le bord & I'infini OH = RU{co}. Ce groupe agit librement transitivement
sur le fibré unitaire tangent T'H et cette action permet d’identifier T'H avec le
groupe G. Rappelons qu’une isométrie directe de H différente de I'identité est dite
elliptique (respectivement parabolique) si elle a exactement un point fixe dans HUOH
situé dans H (respectivement dans OH) et elle est dite hyperbolique si elle a exacte-
ment deux points fixes dans OH. Un élément v = (2; %) de T H définit une unique
géodésique orientée (v;vT), d'extrémités v et v~ dans OH, et un unique horo-
cycle O,+(z) passant par z qui est soit une droite horizontale si v = oo, soit un
cercle euclidien tangent & 'axe réel au point v™. On note Int(O,+(z)) '’horodisque
de frontiere O+ (z).
Soient I" un groupe fuchsien (i.e un sous-groupe discret de G) et A son ensemble
limite. Le groupe I' est dit non-élémentaire si le cardinal de A est infini. Une sur-
face hyperbolique S est le quotient de H par un groupe fuchsien I' sans élémént
elliptique, S =T\ H. Elle est munie de la métrique riemannienne induite par celle
de H et TS = T'\ T'H est son fibré unitaire tangent. Un groupe fuchsien I' (res-
pectivement une surface hyperbolique S) est dit géométriquement fini s’il est de
type fini, et géométriquement infini dans le cas contraire.
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Soient v = (z;7) un élément de T H et (v(t));er le paramétrage par unité de lon-
gueur d’arc de la géodésique orientée (v™;v™) tel que v(0) = 2. Le flot géodésique,
gr sur TTH est défini par :

dv
—(t)).
L)
Soit (r(t))ter le paramétrage par unité de longueur d’arc de I’horocycle O,+(z)
tel que r(0) = z et (25(0),7) est une base orthonormale directe de T2H. Le flot

horocyclique, hg sur T'H est défini par :

he(z,7) = (r(t), 7(t)

ou ¥(t) est Iélément de TTl(t)H tel que (% (t),%(t)) soit une base orthonormale

directe de Trl( »H. Les flots géodésique et horocyclique gr et hg sur T H sont liés
par la relation :

Giohs=hgog Vt €eR, VseR, avecs =e s,

La projection sur H de I'orbite Ag (v) est horocycle O, (z). Soit 7 la projection de
T'H dans T'S. Les commutations de 'action de I' avec les flots jr et ER induisent
les flots géodésique et horocyclique gr et hg sur T1S. Un point 7(u) € TS est
dit non-errant par le flot hg si pour tout voisinage U de 7(u) il existe une suite
non bornée (t,) de nombres réels telle que hy, (U) NU # (). L’ensemble des points
non-errants par hg est appelé ensemble non-errant du flot hg et est noté €. La
dynamique du flot horocyclique est concentrée sur son ensemble non-errant. Toute
orbite horocyclique en dehors de €, s’échappe a l'infini et est fermée.

Dans toute la suite de ce texte nous ne considérons que des groupes fuchsiens
géométriquement infinis.

3. FORMULATION VECTORIELLE ET DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1

Pour prouver le théoréme 1.1 nous adoptons le point de vue vectoriel de ’action
du flot horocyclique hg sur le fibré tangent unitaire 7'S = I'\T'H. En termes
algébriques, le flot horocyclique sur T\T'H est conjugué a 'action par translation
a droite du groupe unipotent

1 ¢
U:{ut<0 1>tER}
sur T\PSL(2,R).

Par dualité, I'action de I" sur
E = (R*\{(0;0)})/{Id} ~ PSL(2,R)/U

et celle sur l'espace des horocycles Hor(H) sont conjuguées. La dynamique du flot
hg sur T'S se traduit donc en termes d’action linéaire du sous groupe discret I’
de PSL(2,R) sur E. Et P’action de T' sur le bord OH est conjuguée & son action

projective sur P!(R). A un horocycle hg(v) de T H on associe donc un vecteur 7
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de E donné par :

Pyt (02 /4

e 2 s+
ii(fr)?ﬂ ( 1 ) siv™ # oo,

B4Go [ 1 )
te (O) sivt = oo.

Cette application v est une surjection continue, constante sur les trajectoires
horocycliques, commute avec la projection m et vérifie 1(g:(v)) = 6%1/}(’0), pour
tout t € R et pour tout v € T'H. Dans ce point de vue I’ensemble non-errant €2,
correspond & l'ensemble E(T') = {7 EE:veT Hetv" € A}. Cet ensemble est
un fermé I'-invariant. Pour plus de détails voir le chapitre 5 de [2].

En termes vectoriels les orbites horocycliques se classifient comme suit :

V = () =

e lorbite hr(m(v)) est dense dans €, si et seulement s’il existe une suite
(Yo )ns1 de T telle que lim ||y, V]| =0,
n—-4o0o

e lorbite hg(m(v)) est périodique si et seulement si V est un vecteur propre
pour un élément parabolique v € T',

e lorbite hr(m(v)) est fermée et non périodique si et seulement si I‘(?) est
fermée et V' n’est pas un vecteur propre de v, pour tout v € I'\{Id},

e Vorbite hr(m(v)) est irréguliére si et seulement si I'(V') n’est pas dense dans
E(T) et F(V) n’est pas fermée.

La relation d’équivalence sur ’ensemble des orbites horocycliques définie a I'in-
troduction de ce texte se traduit dans ce cadre vectoriel par : deux vecteurs et

de E sont équivalents s’il existe un réel ¢ty non nul tel que 7 = e%oﬁ. Modulo
cette relation d’équivalence le théoreme 1.1 s’énonce :

THEOREME 3.1. — Si l'action linéaire d’un sous-groupe discret I' de PSL(2,R)
sur E(T") a au plus un nombre dénombrable de classes d’équivalence d’orbites non
fermées et non denses, alors les seuls éventuels ensembles minimaux pour l'action
de ' sur E(T') sont ses orbites fermées.

Pour démontrer le théoréme 1.1 établissons les lemmes 3.2 et 3.3 suivants. Le
premier lemme est indépendant de la cardinalité des orbites horocycliques.

LEMME 3.2. — Soient I' un groupe fuchsien non-élémentaire et w(v) € Q. S’il

existe un réel ty # 0 tel que gy hr(m(v)) N hr(w(v)) # 0 et si hg(m(v)) est minimal,
alors hg(m(v)) = Q.

Démonstration. — Posons F' = hg(7(v)) et
M = gyhr(m(v)) Nhr(r(v)) = g, F N F.

L’hypothése M # () et F minimal entrainent que F = g;, F. En effet si f € M et
s € Ryon a hyf € F car F est hg-invariant. Puisque f € g; F, donc f = g, f’
pour f € F, ce qui implique que hyf = hsgt, f' = giohs' f' € g1, F car hg f' € F
avec s’ = e~ tos. Par suite M = h,M, pour tout s € R. Puisque I’ensemble M C F
est un fermé non vide, invariant par hr et puisque F' est hg-minimal, M = F.
D’ou F = g4 F. Nous avons donc F' = g;,zF. Ce qui implique que pour tout
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k € Z on a g, (m(v)) € F = hg(r(v)); il existe donc une suite (s¥) de réels
telle que (g (7(v)) — gkt (m(v)) lorsque n — +oo. En passant au point de vue
vectoriel, cette convergence se traduit par ’existencce d’une suite (75),121 de T telle
que 7’5(7) converge vers ¥ V. Bt done ||7§(?)|| tend vers 0 lorsque k — —oo.
Autrement dit hgm(v) = Qp. O

LEMME 3.3. — Soit I un groupe géométriquement infini. Si le flot horocyclique
hg sur T'S = T'\T'H admet au plus un nombre dénombrable de classes d’équiva-
lence d’orbites irréguliéres, alors pour toute orbite irréguliére hg(w(v)) I'adhérence

hr(m(v)) n’est pas hg-minimal.

Démonstration. — Soient {hgrgr(7(v;)) : @ € I} les classes d”equivalence des
orbites irrégulies, pour un I C N. Soit 7(v) € TS tel que hg(m(v)) soit irréguliere.
Comme l'orbite hr(7(v)) n’est ni fermée et ni dense dans Qp, il existe 7w(u) €

hr(m(v)) \ hg(m(v)) et hg(m(u)) # Qp. Deux cas sont possibles :

o si hg(m(u)) est fermée alors 'adhérence hg(m(v)) n’est pas hg-minimal.

e si lorbite hg(7(u)) est irréguliére, supposons que I'adhérence hg(m(v)) est
hr-minimal. D’aprés le raisonnement précédent, pour tout 7(w) € hg(7(v)),
lorbite hg(m(w)) est irréguliere et donc hr(m(v)) C ;e hrgr(m(vs)).
Comme hgr(7(v)) n'est pas dense et hr(m(v)) est hg-minimal, d’apres le
lemme 3.2, pour tout t # 0 on a g:hr(w(v)) N hg(r(v)) = 0. Ce qui en-
traine qu’il existe J C I et w(w;) € (J;c; hrgr(m(vi)) tels que hg(m(v)) =
Ujes hr(m(w;)). Adoptons le point de vue vectoriel et considérons 'action

de T sur E par dualité. A hg(7(v)) nous associons IV et a hg(m(w;)) nous

H
associons FWj. Nous avons M = T'V = {YW; iy €T, j e J} Comme
hgr(mw(v)) n’est pas dense dans I'ensemble non-errant ; du flot, alors il

existe un réel ¢ > 0 tel que ||z|| > ¢ pour tout z € I'V. Par suite il existe
un ouvert V de (0;0) tel que M C E\ V. L’ensemble M est donc un fermé
de E\ V. Donc (M, d) est un espace métrique complet ol d est la distance

induite par la distance euclidienne de R2. Par ailleurs, puisque M = ?

est minimal par l'action de I', pour tout 7 € J, v € I et ’ij € ﬁ, il

existe une suite (y,)n>1 d’éléments distincts de I" telle que la suite (v, V')
converge vers YW;. Autrement dit, pour tout voisinage U de yW; il existe

un entier N tel que 7n7 € U pour tout n > N. Donc {’ij} est d’inté-

rieur vide dans M pour la topologie induite. Par suite M est une réunion
dénombrable de fermés d’intérieur vide; par la propriété de Baire, M est
d’intérieur vide. Ce qui est impossible car (M, d) est un espace métrique
complet. D’ou adhérence hg(7(v)) n’est pas hg-minimal. O
Démonstration du Théoréme 1.1. — Le théoréme est une conséquence immé-
diate des lemmes ci-dessus. En effet si un ensemble C' C €, est hg-minimal alors
il existe v € T'H tel que C = hg(n(v)). On sait que l'orbite hg(7(v)) ne peut
étre dense sinon le flot hg restreint a 2; serait minimal ce qui est impossible car

Qy, contient au moins une orbite non dense. L'orbite hg(m(v)) n’est également pas
irréguliére d’apres le lemme 3.3. D’ot l'orbite hg(7(v)) ne peut étre que fermée. O
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4. EXEMPLES

Nous allons illustrer les résultats de la section précédente a travers une famille
de surfaces hyperboliques dont 1’ensemble non-errant €2, est différent de T1.S. Pour
cela nous changeons de paradigme en analysant les points de ’ensemble limite A
du groupe fuchsien I' et en les reliant aux orbites horocycliques. Dans I’ensemble
limite A on distingue différentes sortes de points :

e un point { de A est dit horocyclique si pour tout horodisque Int(O¢(w)),
I'ensemble I".0 N Int(O¢ (w)) est infini. On note Ay 'ensemble de ces points.

e un point { de A est dit discret si pour tout horodisque Int(O¢(w)), 'en-
semble I'.0 N Int(O¢ (w)) est fini. On note Ay I'ensemble de ces points.

e un point & de A est dit parabolique 8’il est fixé par une isométrie parabolique
de I'. On note A, I’ensemble de ces points.

e un point & de A est dit irrégulier s’il n’est ni horocyclique, ni discret et ni
parabolique. On note A;,.,- 'ensemble de ces points.

Les ensembles Ay, Ag, A, et A sont deux a deux disjoints, I'-invariants et véri-
fient : A = Ap, UAg U A, UA;p,. La finitude géométrique d’un groupe fuchsien se
lit sur les points de A. Plus précisément I" est géométriquement fini si et seulement
si A = Ap UA,, voir [2] . Donc I' est géométriquement infini si et seulement si
Ag U A #£ 0, voir [3].

Nous utiliserons le critere d’horocyclicité suivant.

LEMME 4.1. — Un point limite £ # oo est horocyclique s’ils existent une suite
(Yn)n>1 d’éléments de T' et une suite (wy)n>1 de points de la géodésique verticale
(§;00), tels que wy, — & lorsque n — +00 et yp(wy) & Int(O,, (¢)(4)).

Démonstration. — Puisque § # oo et w, — &, on a Im(w,,) — 0. Or, ’hypothése
Yn(wn) € Int(O,, (¢)(i)) est équivalente & w, & Int(O¢(,*(i))). Donc comme wy,
appartient & la géodésique (&; 00), en notant ray(O¢ (v, 1(i))) le rayon euclidien de
I'horocycle Og(y,1(i)), on a ray(Og(v,; (i) < =) et ray(O¢(v, (i) — 0.
D’ou par définition € € Ay,. O

Rappelons qu'un élément 7(v) de TS appartient & €, si et seulement si I'ex-
trémité v appartient & Pensemble A. Il existe une correspondance entre la nature
topologique de hg(w(v)) avec w(v) € Q, et la nature du point limite v € A, voir
[8] et [3]. Plus précisément on a :
lorbite hg(w(v)) est dense dans §2, si et seulement si v € Ay,
l'orbite hg(m(v)) est périodique si et seulement si vt € A,
l'orbite hg(m(v)) est fermée et non périodique si et seulement si vt € Ay,
Porbite hg(m(v)) est irréguliere (orbite qui n’est ni fermée, ni dense dans
Q) si et seulement si vt € Ay

Notons que si deux orbites horocycliques hg(m(u)) et hgr(m(v)) sont dans la méme
classe d’équivalence modulo le flot géodésique alors v+ € I'.u™. Ainsi en termes de
points limites le corollaire 1.2 s’énonce :

COROLLAIRE 4.2. — Soit I' un groupe géométriquement infini. Si

Nipr = U(ng)

iel
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pour un I C N et si A, UAq = 0, alors le flot horocyclique hg restreint a son
ensemble non-errant ), n’admet pas d’ensemble minimal.

Plagons nous dans le demi-plan de Poincaré, H et considérons une famille de
demi-cercles euclidiens, (S)ren+ de centres ¢, € RY et de rayons ry, tels que

¢ — 400, Ck+1 — Th+1 > Ck + Tk et c1—rp > 0.

Posons S_i = 0(Sk), ou o est la réflexion par rapport a 'axe imaginaire. Pour tout
entier relatif non nul k£ notons Dy, le demi-disque euclidien ouvert délimité par Sy,
et Fj son complémentaire dans H U JH. Remarquons que les cercles Sy sont deux
a deux disjoints extérieurement. Soit hj 1'isométrie hyperbolique de H définie par

hi(z) = —ci — Zi’ick Elle vérifie hy(Sg) = S—_i et hix(Er) = D_j. Remarquons que
h, ' = h_, et que S est le cercle d’isométrie de hy, (i.e. Sy = {z € H: |(hg)'(2)| =
1}). De plus si z € Ej, alors |(hi)'(2)| < 1. En utilisant la dynamique du "ping-pong'
on montre que le groupe I' =< hy >pen+ est un groupe fuchsien sans torsion, sans
élément parabolique, voir [1]. Le groupe fuchsien I' ainsi construit est appelé groupe
de Schottky de demi-cercles symétriques. Notons A = {hg; h_j, k € N*} 'ensemble
des générateurs de I' et de leurs inverses. Tout élément différent de 'identité g de
I' s’écrit sous la forme réduite g = hy,...hy, ou les hy, € A et kj1 + k; # 0, pour
0 < j < p—1. 1l en résulte un codage unique de 1’élément g par la suite finie réduite
[k1, ..., kp], p > 0. Pour tout w € A = Ngez-Ey, on a g(w) € D_y,. Le point oo
est 'unique point d’accumulation de la famille (Sk)xen+ donc 'ensemble limite A
de T a un codage simple en termes de suites réduites (finies ou infinies). Le point
oo correspond & la suite vide, tout point Ay, ...hx,(00) est représenté par une suite
finie (kq, ..., kp) et un point £ de A\I'(co) correspond & une suite infinie (kq, k2, ...)
avec § = lim hg,...h, (i), voir [3].
p—o0

LEMME 4.3. — Le point oo n’est pas un point limite horocyclique.

Démonstration. — Remarquons d’abord que si le point co € Ay, alors il existe
une suite (v, ) d’éléments de I' telle que Im(+y, (7)) — +oo. Montrons que pour toute
isométrie v € T', nous avons Im(y(2)) < 1. Soit v # Id et v = hy, ...hy, son écriture
réduite. Nous savons que pour tout hy € A, hi(i) € D_j, et |h} ()] < 1. De méme
hy;...hg, (i) € D_y; C Ex;_, et |[(hg,_,) [Pr;.--he, (1) < 1, pour tout 1 < j <1 < p.
Ainsi nous avons
)] = iy, ) (O] = B 0) 5 (i) ey (0)) 5 % i) (g, ()] < 1
Remarquons également que |¢'(i)| = Im(g(7)) pour toute isométrie positive g telle
que g(o0) # oo. Par conséquent Im(y(i)) < 1. Dot 0o & Ap,. O

A partir de maintenant nous spécifions les centres et rayons des demi-cercles Sy,
en posant ¢ = QF et 7, = AQF avec k e N*, @ > 1let 0 < A < % < 1. Dans
toute la suite du texte I' est le groupe de Schottky de demi-cercles symétriques
obtenu avec ces parametres Q et A. Nous avons la propriété suivante.

PROPOSITION 4.4. — Le point co est un point limite irrégulier.

Démonstration. — Puisque les ¢ — 400, on a co € A. D’aprés le corollaire 4.3
le point co & Ap. Par ailleurs I" ne contient pas d’isométrie parabolique et

2
. T Tk _ 2
dm (Tmhy (6)) = lim =7 =A"#0
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donc oo € A, UA4. Dol 0o est un point limite irrégulier. O

Enongons le lemme suivant relatif a la famille des demi-cercles symétriques
(Sk)kez~-

LEMME 4.5. — 1l existe § > 0 tel que quelque soit deux demi-cercles différents
Sp et S, si le demi-cercle S, et I'horocycle O, (i) avec n € [cp — rp;cp + Tp| SONE
sécants alors

(Int(O ﬂD C{zeH:Imz > d}.

Démonstration. — Soit zo € H le point d’intersection de O, (i) et de S, dont la
partie imaginaire est la plus petite. Nous avons :

{zoeSq =20 =cq+1qe"”, avec 0<O<meth#7Z,

20 € O (i I _ lzo—n/?
0 €0,(i) =TImz T

ce qui donne :
I | cg+rqe® —n 2 (cq—n)*+72+2ry(cg—n)cost
mzg = = )
0 1 + ,'72 1 + ,'72
Supposons que p > 0, le cas p < 0 se traite exactement de la méme maniere.
Nous avons 0 < ¢, —r, <1 < ¢p + 1 et par suite :
1 1 1
= =
1572~ Th (eptrp) - QP+ (14 7]
car Q > 1, ¢, = QP et 1, = AQP.
e Si 0 < ¢q < p, alors nous avons 0 < Cqg—Tg<Cqgtreg<cp—rp <N cytryet
(cg —m) < (cqg —m)cosf < —(cqy —n). Donc

(cg — 77)2 + 7’3 +2rg(cg —m)cos® > (cg—n+ rq)2 2 [(cp —1p) = (g + Tq)}Q
> QF[(1-A)—-(1+1QT "7
> QF[(1-N)-(1+MQ7'

car ¢ — p €] — oo; —1] et Q > 1. Et il s’en suit que Im zg > [(17)‘1)_;((1113))2@_1]2 = 4.

®S5i0<p<g,alorsnousavons 0 < ¢, — 7, <N K cp+7p < Cqg—7T¢ < Cqg+71g et
—(cqg —1m) < (cg —m)cosb < (cq —n). Donc

(cq — 77)2 + 7"5 +2r4(cg —m)cos® = (cg—n— rq)2 2 [(eg —71¢) — (cp + TP)P
> Q¥[(1-NQUP — (1+ )
> Q¥[(1-NQ—-(1+N?

car ¢ — p € [1;4+o00] et @ > 1. Et il s’en suit que Im zy > % 03.

® Sig <0< p,alors nous avons ¢; — 714 < cq+7, <0<cp—1p, <N<Lcp+ry et
(cg —m) < (cg —m)cosf < —(cq —n). Donc
(cq — 77)2 + 7"3 +2r4(cg —m)cos = (cg—n+ Tq)Q 2 [(ep —1p) — (g + rq)}z
> QTA-N(1+Q7)?
> QP(1-))>

2
Et il s’en suit que Im 2y > % = J3.
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En posant 6 = min{dy, ds, d3}, nous obtenons Im zg > §. Comme Im zp < Im 2
pour tout z € Int(O,(i)) ) Dg, nous avons

Int(O, (i) (| Dy C {z € H:Imz > 4}, O

LEMME 4.6. — L’ensemble A est le domaine de Dirichlet de " centré au point i.

Démonstration. — Remarquons d’abord que pour tout v € T\{Id} on a (i) # i.
Donc le domaine de Dirichlet A;(T") de T, centré en %, est bien deﬁm Montrons a

2
présent que A;(T') = A. Nous savons h_ (i) = [cx — ffc’g] +1i

T +C2 et donc pour

tout z € S nous obtenons

IZ — hi(i)

‘ 2 2
1+ci ckr2 2
= T, cos O + 5 + | 7 sin 6 —
( k(1) 2 [( k Ttc? k 1+c
2 2
o 1+ci rk(l—i-ci) cos 9+ckr§ + rk(l—i-ci) sin 0—7“2
- rﬁ 1+ci 1+c2k

= 1+ ¢ +r?+2r(c, cos —sinf)
= 1+ +7r2cos?0+ 12 cos? 0 + 2rgcy cos — 2ry sin 6

= (ck + 11 cos0)? + (rpsinf —1)% = |2 —i|2.

Par suite Sy est la médiatrice du segment géodésique [i, h_j(7)]. Comme
AZ(F) = n Ai(’y)7 Az(hk) = Ek et A = m Ek;,
~yel\{Id} kez~

nous avons A;(T') C A. Inversement si A,;(T") était une partie propre de A, ils
existeraient z € A;(T') et v € T\{Id} tels que v(z) € Int(A). Or en écrivant
v = hy, ...hx, nous obtenons y(z) = hg,...hg, (2) € Dy,, ce qui est impossible car

Int(A) N Dy, = 0. O
PROPOSITION 4.7. — Tout point limite de A\I'(co) est un point limite horocy-
clique.

Démonstration. — Soit & € A\I'(c0). Puisque & n’est pas sur 'orbite de l'infini
alors il est codé par une suite réduite infinie, (k1, k2, ...). Il existe alors une suite
d’entiers (p,)n>1 telle que pour tout n, n < py,, kp, € (ki,ks,...) et p, — +o0.
Pour tout entier n soit un point wy, € hy, ...~k _,(A)N(§; 00). Nous avons, w, — &,
lorsque n — 4o00. En posant 7, = [—kp, 1, ..., —k1], nous obtenons alors

’)/n(wn) € h—kpn71"~h—kn71(A) C h_kpn—l"'h_k (Dk ) C Dy,

pn—1

et v,(§) € Tkm Posons

Dy, —1m—1=h, _-hr,(Dr,_,),

et notons diam(D,,_ _1,,—1) son diametre euclidien. Montrons que

Dy, —1in—1 [ \Int(O,, () (1)) = 0.

Si le demi-cercle Sy, _, et I'horocycle O, () (i) sont disjoints ou tangents alors
Dy, —1m—1 N Int(O,, (¢)(i)) = 0. Si le demi-cercle Sy et I'horocycle O, (i)

pn—1
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sont sécants, alors d’aprés le lemme 4.5
D, —1n—1 ﬂlnt(O%(g)(i)) C{zeH:Imz > d}.

Comme A est un domaine de Dirichlet alors hr—? diam(D,, —1.n,—1) = 0 et donc
n—-+0oQ

pour n assez grand, diam(D,, _1,,—1) < 0. Ainsi Dy 1,1 (VInt(O,, (£)(7)) = 0
et ceci montre que vy, (wn) & Int(O,, (¢)(i)), pour tout n. D’ott £ € Ay, d’apres le
lemme 4.1. O

THEOREME 4.8. — Soit S la surface T\H. Le flot horocyclique sur T'S en
restriction a son ensemble non-errant n’admet pas d’ensemble minimal.

Démonstration. — Les propositions 4.4 et 4.7 entrainent que ’ensemble limite
A de I se décompose comme suit : A = Ay, UA;. avec A = I'.oo. Donc d’aprés le
corollaire 4.2 le flot horocyclique restreint & son ensemble non-errant n’admet pas
d’ensemble minimal. (]
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