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COHOMOLOGIE A SUPPORT COMPACT
D’UN ESPACE AU-DESSUS DE I’IMMEUBLE DE BRUHAT-TITS
DE GL, SUR UN CORPS LOCAL. REPRESENTATIONS
CUSPIDALES DE NIVEAU ZERO.

ANIS RAJHI

Résumé. Soit G le groupe GLy, (F), ou F est un corps localement compact non-archimédien,
et B(G) son immeuble de Bruhat-Tits. Nous construisons un complexe simplicial VT/, doté
d’une action de G et d’une projection propre simpliciale G-équivariante p : W — B(G).
Nous démontrons qu’en dimension supérieure la cohomologie & support compact Hf 1 (VT/, C)
contient comme sous-quotient toutes les représentations cuspidales irréductibles de niveau
zéro.

Abstract. (Cohomology with compact support of a space over the Bruhat-Tits building of
GL,, over a local field. Cuspidal representations of level zero.) Let G the group GLy, (F),
where F is a non-archimedean locally compact field, and B(G) its Bruhat-Tits building. We
construct a simplicial complex VT/, equipped with an action of G and with a G-equivariant
proper simplicial projection p : W — B(G). We prove that the cohomology with compact
support in higher dimensions H?fl()/ﬂ\v/7 C) contains as subquotients all irreducible cuspidal
level zero representations.

INTRODUCTION

Soient F un corps localement compact, non archimédien, non-discret, G le groupe
linéaire général GL,, (F) et B(G) son immeuble de Bruhat-Tits. Dans ce travail nous
construisons un espace équivariant VNV, muni d’une projection p : W —s B(G). No-
tons T le tore diagonal de G, TY sa partie compacte et pour tout simplexe o de
I'immeuble B(G), on note U, le radical pro-unipotent du sous-groupe parahorique
P,. L’espace W est alors construit comme quotient sous 'action d’'un groupe discret
du complexe de classes W(G) du groupe G relativement aux sous-groupes ouverts
compacts T°U,, lorsque o parcourt I’ensemble des simplexes de I'appartement stan-
dard de ®B(G). L’espace W est muni d’actions simpliciales commutantes de G et du
groupe de Weyl sphérique W de G. L’application p est simpliciale, G-équivariante
et chambrée (préserve la dimension des simplexes). Soit G° le sous-groupe de G
défini par

GY = {g € G/ det(g) € 05},
out Oy est le groupe des inversibles de 'anneau Or des entiers de F. Le complexe
simplicial W nlest pas connexe, mais il admet un sous-complexe connexe et GO-
invariant noté W. De plus les composantes connexes de WV sont les translatés g. W,
pour g € G/GP. Ceci nous permet de nous ramener a I’étude de I'espace W. En
effet, le lien entre la cohomologie des espaces W et W est donné par la relation

Classification math. : 22E50.
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mology with compact support.
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suivante .
H:(W,C) =~ c-indGo H; (W, C).

L’espace W se projette sur I'immeuble B(G) via lapplication p : W — B(G).
La projection p est GY-équivariante et propre de sorte qu’en munissant 'immeuble
B(G) d’un recouvrement G°-équivariant par des sous-complexes compacts, on ob-
tient via l’application p un recouvrement de méme type de ’espace WW. Un recou-
vrement assez simple de I'immeuble (ou plutét de sa subdivision barycentrique)
est constitué des résidus des sommets. En remontant via application p ce der-
nier recouvrement a ¥, on obtient un recouvrement, (Ws)sen(q), GY-équivariante
propre localement fini et compact dont le nerf s’identifie de facon G°-équivariante
a 'immeuble B(G). Afin de décrypter la cohomologie a support compact de l'es-
pace W, nous avons eu besoin d’utiliser les suites spectrales des recouvrements
dans le cas simplicial. On s’appuit sur le résultat classique ci-dessous dont la dé-
monstration n’est qu’une simple adaptation du cas de la cohomologie singuliere des
CW-complexes, voir [2] page 166.

THEOREME A. — Soit G un groupe localement profini, X un G-complexe sim-
plicial propre muni d’un recouvrement G-équivariant (X;);c1 localement fini et
propre. Alors il existe une suite spectrale E" dans la catégorie des G-modules lisses
dont le deuxiéme terme est donné par EZ . = HE(K, H?) tel que

2 +
B}, = HZ'(X,C)

ot K est le nerf du recouvrement (X;);c1 et pour tout entier naturel q, H? est le
systéme de coefficients G-équivariant sur K défini par HY = (HZ,v%)ycr ol :

(a) Pour tout simplexe o de K, HE = H{(X,,C), ou X, = (¢, Xi-
(b) Pour tous simplexes o et T de K, tel que o C 7,

v? : HI(X,,C) — HY(X,,C)
est le morphisme induit en cohomologie par I'inclusion de X, dans X,.

Le recouvrement (Ws)sem(q) qu’on a construit pour 'espace W vérifie toutes
les hypotheses du théoreme ci-dessus. Comme conséquence, on obtient I'existence
d’une suite spectrale E” dans la catégorie des G°-modules lisses dont le deuxiéme
terme est donné par EZ . = HE(B(G),H?), ot H? est le systeme de coefficients
GY-équivariant sur I'immeuble B(G) correspondant, tel que E” converge vers la
cohomologie de W. La suite spectrale ainsi obtenue est trés particuliere, elle est
du premier cadrant et a partir de son deuxieme terme tous les termes Ej  tels
que p + g = n sont nuls. Une telle suite spectrale est dite n-triangulaire et nous
montrons que sous cette hypothese elle converge vers sa n-iéme page. On obtient
alors I'isomorphisme de G°-modules lisses suivant :

Gr(H'W,C)) ~ € Ej,
ptg=m
ou Gr(H*(W, C)) est le gradué de H*(W, C) relativement & une certaine filtration
décroissante. La compréhension des GY-modules lisses Ep , nous parait pour le
moment compliquée. Néanmoins, nous avons donné une description des termes E} |
intervenant dans la cohomologie en dimension supérieure. Nous croyons que ¢a
serait inintéressant d’étudier les termes E  pour p + ¢ < n car d’apres des calculs
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faits pour n = 3, on s’attendait a ce que les représentations lisses de G les plus
intéressantes apparaissent dans la cohomologie de W en dimension supérieure. Plus
précisément, nous avons obtenu le résultat suivant :

PROPOSITION. — Dans I'isomorphisme

Gr(H'W,C)~ P Ej,

p+g=n—1
on a les identifications suivantes :

(a) Le G’-module lisse Ef,,_, s’identifie & la somme directe

@ c—indg’: H" ' (W,,C)

seC

ot C est une chambre de B(G).

(b) Le G%-module lisse B ,, 5 s’identifie 4 HL(B(G), H"?).

(c) Pour 0 < p,g<n—1,avecp+q=n—1et0<q<n-—3, le Gmodule
lisse Ejy , s’identifie a un quotient de H2(B(G), H?).

Dans I'isomorphisme ci-dessus, les représentations qui nous ont intéressé sont pré-
cisément les induites compactes c—indgj H"~1(W;, C). En effet, pour tout sommet s
de 'immeuble B(G), le radical pro-unipotent U, agit trivialement sur le complexe
W;. Par passage donc au quotient et en identifiant P, /U, au groupe G = GL,,(kr),
ou kr est le corps résiduel de F, déterminer la structure de Ps-module lisse de
H"~1(W;, C) revient & déterminer sa structure de G-module. De plus, nous avons
compris la géométrie des espaces W;,. En effet, nous avons montré que pour tout
sommet s de B(G), le complexe W; s’identifie de fagon P s-équivariante au complexe
de classes W(G) de G relativement aux sous-groupes T.U,, lorsque ¢ parcourt I'en-
semble des simplexes d’un cone de 'appartement standard de I'immeuble de Tits
de G, ot T désigne le tore diagonal de G et U, le radical unipotent du sous-groupe
parabolique P, correspondant au simplexe ¢. En particulier, les complexes W, sont
compacts et connexes, voir proposition (4.1.2) et corollaire (4.1.3). Par contre, la
topologie du complexe W(G) nous parait pour le moment mystérieuse et il fau-
drait mieux la comprendre, ce que nous espérons faire dans un prochain travail.
En utilisant une technique due & Broussous dans [3] qui consiste & identifier la
contragrédiente du G-module H*~1(W(G),C) a l'espace des formes harmoniques

sur W(G), c’est-a-dire 1’espace des fonctions complexes sur Pensemble des chambres

de W(G) vérifiant une certaine condition de harmonicité. Nous sommes parvenus
& identifier un morceau de la cohomologie de W(G) en dimension supérieure. Plus
précisément, nous avons obtenu le résultat suivant, ot 1’on note pour tout G-module

V, VP ga partie cuspidale :
THEOREME B. — H*!(W(G), C)cusP ~ (Indng)CUSp,

La restriction des représentations cuspidales irréductibles de caractére central
trivial de G au sous-groupe mirabolique M (auquel on adjoint le centre Z) est
connue, elle est donnée par le modele de Kirilov. Par la formule de Mackey, nous
obtenons donc immédiatement la restriction d’une telle cuspidale au groupe T.
Comme conséquence, nous montrons le résultat suivant :
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THEOREME C. — Toute représentation cuspidale irréductible de caractére cen-
tral trivial de G se plonge dans H""*(W(G), C).

Nous avons calculé la multiplicité d’une représentation cuspidale irréductible
de caracteére central trivial de G dans H*~1(W(G), C). Plus précisément, toutes
les cuspidales irréductibles de caractere central trivial apparaissent avec la méme
multiplicité et si m on est une, la dimension de ’espace des entrelacements de

dans H* 1 (W(G), C) est donnée par

1
W(QWI —1)(@" " =q) (" = ¢,
ou ¢ est le cardinal du corps résiduel kg, voir proposition (5.1.2). Notons qu’en
particulier, pour n = 2, les cuspidales irréductibles de caractere central trivial
apparaissent dans H!(W(G), C) avec une multiplicité 1.
En s’appuyant sur tous les résultats obtenus précédemment et en utilisant la
construction des représentation cuspidales de niveau zéro de G donnée dans [7],
nous obtenons le résulat central de notre article :

THEOREME D. — Toute représentation cuspidale irréductible de niveau zéro de
G, de caractére central trivial sur Op*, est isomorphe a un sous-quotient irréduc-
tible de I’'espace de cohomologie

H2 (W, C).
1. NOTATIONS

Nous fixons pour tout ’article un corps localement compact, non discret et non
archimédien F. Pour un tel corps, on note

e O son anneau d’entiers,

Pr lidéal maximal de Op,

kg le corps résiduel de F,

q le cardinal de kp.

wr une uniformisante fixée de F,
Vr la valuation normalisée de F.

1.1. On fixe un entier n > 1. On note G le groupe linéaire général GL,(F) et
B(G) son immeuble de Bruhat-Tits. On rappelle que I'immeuble de Bruhat-Tits
de G est le complexe simplicial G-équivariant dont les sommets sont les classes
d’homothéties de réseaux dans F™ et dont les simplexes sont les ensembles finis
(50, ..., 8p) de sommets tels que les (s;)o<icp posseédent des représentants (A;)o<i<p
tels que

wFAO g Ap g g A1 g Ao.

Soit S un tore maximal déployé dans G. L’appartement associé a S, qu’on note
Ag est le sous-complexe simplicial de 'immeuble B(G) dont les sommets sont les
points fixes de S(F)! = MNyex-(s) ker(x). Si S est le tore diagonal de G, on note A
I’appartement associé et on 'appelle 'appartement standard. L’ensemble des tores
maximaux déployés dans G est en bijection avec ’ensemble des n-uplets de droites
(D1, ..., Dy,) dans F™, qu'on appelle les croix, tels que F* = D1 @ Do ® ... ® D,,. A
une croix (Dy, ..., D,,) est associé le tore S agissant diagonalement relativement a la
décomposition en sommes de droites de F”. L’ensemble des appartements est donc



COHOMOLOGIE D’UN ESPACE AU-DESSUS DE L’IMMEUBLE DE BRUHAT-TITS 99

en bijection avec 'ensemble des croix de F™. Si (Dy, ..., Dy,) est une croix de F” et
(v1,....,v,) une base adaptée, Pappartement corresspondant est le sous-complexe
dont les sommets sont

{[wg'vr + ... + wp"vn]/ (a1, ...,an) € Z™}

ol pour tout réseau A, [A] désigne sa classe d’homothétie. Pour tout simplexe o de
B(G), on note P, le sous-groupe parahorique correspondant & o et U, son radical
pro-unipotent. Soit G° le sous-groupe ouvert de G donné par

G’ = {g € G/ det(g) € Op}

On rappelle que si o est un simplexe de B(G), P, est le stabilisateur point par
point de o dans G°.

1.2. Pour n > 1, soit G le groupe linéaire GL,,(kr) et T(G) son immeuble de
Tits. On rappelle que T(G) est le complexe simplicial dont I’ensemble ordonné des
simplexes est I’ensemble ordonné par inclusion inversée des sous-groupes parabo-
liques propres de G. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur & [14] §(5.2).

Soit S un tore maximal déployé dans G. L’appartement associ¢ a S, qu’'on note
Ag est le sous-complexe simplicial de I'immeuble T(G) dont les sommets sont les
sous-groupes paraboliques qui contiennent S. On note T le tore diagonal de Get A

Pappartement associé et on ’appelle Pappartement standard de T(G).

1.3.  Pour tout complexe simplicial (ou tout simplement complexe) X, on note Xx
I’ensemble ordonné par inclusion des simplexes de X et pour tout entier p, X, 'en-
semble des p-simplexes de X. Dans la suite de tout ’article on ne considére que des
complexes simpliciaux localement finis et de dimension finie. Si X est un complexe,
sa réalisation géométrique |X| (ou polytope correspondant) est ’espace topologique
obtenu en identifiant chaque p-simplexe de X avec le p-simplexe standard de RPH!
(ie. I'enveloppe convexe des vecteurs de la base canonique) et en recollant les sim-
plexes suivant leurs faces. Pour plus de précisions on renvoie a [12] page 108.

Si (X, <) est un ensemble partiellement ordonné (en abrégé. epo), le complexe des
drapeaux de X, qu’on note Flag(X), est le complexe simplicial d’ensemble de som-
mets X et dont les simplexes sont les chaines de X, c’est-a-dire les sous-ensembles
finis totalement ordonné.

1.4. Soit G un groupe topologique localement profini. Par représentation lisse de
G on entend un couple (7, V) formé d'un C-espace vectoriel V et d’'un homomor-
phisme de groupes m de G dans Autc(V) tel que le stabilisateur dans G de tout
vecteur de V soit ouvert. Dans cet article, toutes les représentations sont supposées
lisses.

Si (mw, V) est une représentation lisse de G, sa contragrédiente 7” est la repré-
sentation naturelle de G dans le sous-espace VY du dual V* de V formé des formes
linéaires sur V dont le stabilisateur dans G est ouvert.

Soient H un sous-groupe fermé de G et (o, V) une représentation lisse de H. On
note ¢-ind$ (o) Vinduite compacte de o & G, constituée des fonctions f de G dans
V localement constante a support compact modulo G telles que f(hg) = o(h)f(g)
pour h€ H, g € G.

\
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2. CONSTRUCTION DE L’ESPACE W

2.1. Complexes de classes. Dans tout ce paragraphe, on fixe un groupe locale-
ment profini G. Si (I, <) est un ensemble partiellement ordoné, une famille ordonnée
propre de sous-groupes de G est une famille (G;);c1 de sous-groupes ouverts com-
pacts indexés par I telle que pour tout ¢,j € I, ¢ < j implique que G; est inclus
dans G;. Soit F = (G;);e1 une telle famille. On considére I’ensemble ordonné par
inclusion des classes a gauche gG;, lorsque g parcourt G et ¢ parcourt I :

9G; < hG] — ¢G; C hGJ

DEFINITION 2.1. — Le complexe de classes de G relativement & la famille F
est le complexe simplicial défini par,

W(G,G;,i €1) =Flag{gG;, g€ G, i €1}

Le complexe de classe ainsi défini sera noté parfois par W(G, F). Les sommets
de W(G, F) sont les classes a gauche gG;, lorsque g parcourt G et i parcourt
I'ensemble I, et les simplexes sont de la forme o = {goGy, < 91Gs; < ... < g,Gy, }.
Remarquons qu’un simplexe comme ci-dessus se met sous la forme {¢G;, < ¢G;, <
... < gGy }, ol g est dans G et {ig < i1 < ... <ip} un simplexe de Flag(I). Notons
que si le complexe Flag(I) est dimension finie, le complexe de classes W(G, F) est
aussi et admet méme dimension que Flag(I). En effet, un simplexe de dimension
maximale de W(G, F) est un simplexe o = {9G;, < ¢G;, < ... < gGy }, avec
g€ Get {ipg <ii <..<i,} un simplexe de dimension maximale de Flag(T).

PROPOSITION 2.2. — Si le complexe simplicial Flag(I) est localement fini, alors
le complexe simplicial W(G, F) est localement fini. En particulier, sa réalisation
géométrique est localement compacte.

Démonstration. — Supposons que le complexe Flag(I) est localement fini. Pour
tout sommet i de Flag(I), ensemble A; des simplexes de Flag(I) qui contiennent
i est donc fini. Un simplexe de W(G, F) qui contient le sommet s = G; est de la
forme 0 = {gG;, < ... < gGy,} avec i € {ip < ... < ip} et g € G;. Pour tout
simplexe o = {ig < ... < i} contenant i de Flag(I) et pour tout ¢ € G;, on note
Oa,g le simplexe de W(G, F) donné par 04,4 = {9Gj, < ... < gG;, }. L’ensemble
A, des simplexes de W(G, F) qui contiennent s est constitué des simplexes o 4,
pour « € A; et g € G;. Pour tout simplexe o = {ip < ... < i} € A;, on note A, ,
I'ensemble des simplexes de W(G, F) de la forme o, ¢, pour g € G;. Il est clair que
A; = Uqea;As o, de plus la réunion est disjointe et finie puisque A; est fini. On
remarque que 0o,y = Oq p Si et seulement si h~lge Gy, ainsi A, 4 est en bijection
avec ’ensemble quotient G;/G;, qui est fini, puisque c’est le quotient d’un groupe
compact par un sous-groupe ouvert. On en déduit que les ensembles de simplexes
A, 4 sont finis. O

Le groupe G agit par automorphismes simpliciaux sur son complexe de classes
W(G, F), Paction sur les sommets est donnée par g.zG; = grG;. Le stabilisateur
d’un sommet s = xG; est le sous-groupe ouvert compact xG;z~!. Ainsi, le G-
complexe simplicial W(G, F) est propre.

DEFINITION 2.3. — ([6], page 116) Soit G un groupe et X un G-complexe sim-
plicial. On dit que X est G-régulier (ou tout simplement régulier) si pour tout
sous-groupe H de G, pour tous éléments go,...,g, de H, et pour tout sommets
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505 .vry 8p de X, si sg, ..., 8p €t goSo, ..., gpsSp engendrent deux simplexes de X, alors
il existe g € H tel que gs; = g;s;, pour tout i € {0, ...,p}.
PROPOSITION 2.4. — Le G-complexe simplicial W(G, F) est régulier.
Démonstration. — Soit H un sous-groupe de G, go, ...., gp des éléments de H

et s, ..., 5, des sommets de W(G, F), avec s; = z;Gy,. Supposons que Sg, ..., Sp et
9050, ---, §pSp engendrent deux simplexes. Quitte a réindexer les sommets s;, on peut
supposer que s; = x;Gy, avec 190Gy, < ... < 2, Gy,. Si on note o = {s0,..., 5p} €t
7 = {9050, ..., gpsp } alors

o ={20Gp, < ... < goGyp,} et 7 = {go20Gr, < ... < go2oGr, }-
Par suite on a s; = goxalgalxi.si pour tout i. D’ott W(G, F) est régulier. O

DEFINITION 2.5. — On appelle appartement standard de W(G, F), qu’on note
Ayy ¢l 0’y a pas de confusion a craindre, le sous-complexe de W(G, F) formé par
les simplexes de la forme o = {G;, < ... < Gy, }. On appelle appartement de
W(G, F) tout translaté g.Ayy, pour g € G.

Notons que si le complexe Flag(I) est connexe, alors chaque appartement de
W(G, F) Dest aussi. En effet Flag(I) se projette de fagon simpliciale sur tout appar-
tement de W(G, F) via 'application p : Flag(I) — g. Ay définie sur les sommets
par p(i) = gG; pour tout sommet i de I. Notons G le sous-groupe de G engendré
par les sous-groupes Gy, pour i € 1.

PROPOSITION 2.6. — Supposons que le complexe Flag(I) est connexe. Alors le
complexe W(G, F) est connexe si et seulement si le groupe G est engendré par les
sous-groupes G;, pour i € 1.

Démonstration. — Supposons que G est engendré par les sous-groupes G; pour
1 € I. Notons /£ la fonction longueur de G par rapport a la partie génératrice U;c1G;.
C’est la fonction de G dans N définie par ¢(g) = min{r € N, g = g192...9» , gr €
U;e1G;} pour tout g € G. Montrons par récurrence sur r € N que deux sommets
s = Gy et t = hGj, tels que £(h) = r, sont reliés par un chemin dans W(G, F).
Rappelons qu'un chemin de W(G, F) est une suite (so, ..., s) de sommets telle que
deux sommets consécutifs forment une aréte. Pour » = 0, la propriété est vraie
puisque dans ce cas h = 1 et donc s et t sont deux sommets de 'appartement
standard Ayy qui est connexe puisque par hypothése Flag(I) l'est aussi. Soit r > 1.
Supposons la propriété vraie a 'ordre 7. Soit s = G; et t = hG; deux sommets
de W(G, F), tel que £(h) = r + 1. Soit h = h;,....h;, ., une écriture réduite de h,
ou chaque élément h;, € Gy, pour tout k = 1,...,7 + 1. Posons = = hy,....h; , et
y = h;,. Par hypothése de récurrence, G;, et £G; sont reliés par un chemin dans
W(G, F). En translatant par 'élément y, les sommets yG;, = G, et yzG; = hG;
sont reliés par un chemin. Or les deux sommets G; et G;, sont reliés par un chemin
dans W(G, F) puisque ce sont deux sommets de I’appartement standard Ayy. Par
suite, les deux sommets s et t sont reliés par un chemin dans W(G,F). D’ou
W(G,F) est connexe. Réciproquement, supposons que W(G,F) est connexe et
montrons que G est engendré par les sous-groupes G, pour ¢ € I. Par hypothese,
pour tout h dans G et pour tout ¢ dans I, les sommets s = G; et t = hG; sont
reliés par un chemin ¢ = (c, ..., ¢;n) dans W(G, F). Montrons par récurrence sur m
que h € G°. Pour m = 0, c’est clairement vrai. Supposons que le résultat est vrai a
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lordre m. Soit ¢ = (co, ..., ¢m+1) un chemin de W(G, F) d’origine s et d’extrémité
t,ou c; = h;; Gy, pour tout j =0, ...,m + 1. Par hypothese de récurrence, I’élément
h;, appartient & G° or ¢, = h;, G, est relié par une aréte & ¢ = hG;. On
distingue deux cas : soit h;, G, est inclus dans hG; et donc h € G° puisque
hi, € GO et G;, ., G; sont inclus dans GY, soit hG; est inclus dans hi, G;, et donc
de méme h € GY. On en déduit que G est inclus dans G° et donc G est engendré
par les sous-groupes G;. O

COROLLAIRE 2.7. — Supposons que le complexe Flag(I) est connexe. Alors I'en-
semble des composantes connexes de W(G, F) s’identifie de fagon G-équivariante
a G/GY, c’est-a-dire

To(W(G, F)) ~ G/G°

Démonstration. — Notons W le complexe W(G, F) et W° son sous-complexe
W(G?, F). D’aprés la proposition précédente, le complexe WP est connexe. Soit S
un systéme de représentants dans G de G/GP. Pour tout g € S, le translaté g. W
est un sous-complexe connexe de WV et on a clairement

W= U g WO,
geS
Cette derniere réunion est disjointe. En effet, si pour deux éléments g1 et go de S,
les complexes g1. WP et go. W s’intersectent, alors quitte & choisir un sommet s dans
g Wl N g Wl ona:s=g2G; = gyG;, avec z et y dans G°. Ceci implique que
91G? = ¢, GO et donc g; = go. Par conséquent, les sous-complexes connexes g.W°,
pour g € S, sont deux a deux disjoints. Ce sont donc les composantes connexes de

W. O

2.2. Construction de ’espace W. Dans la suite de tout I'article, on fixe les
notations suivantes :

e T le groupe des matrices diagonales & coefficients dans Of.
N = Ng(T) le normalisateur dans G du tore T et N° = NN G°.
T =TNGO et T le groupe quotient T!/TO qui s’identifie & Z" 1.
W = N/T le groupe de Weyl sphérique de G.
C(A) le cone de base I'appartement A qu’on identifie au complexe simpli-
cial dont ’ensemble ordonné des simplexes est ’ensemble des sous-groupes
paraboliques (propres ou non) de G contenant le tore T.

DEFINITION 2.8. —
(i) Le complexe W(G) est le complexe de classes de G relativement a la famille
ordonnée propre de sous-groupes U = (TOUJ)UGZ ,
A
W(G) = W(G, TU,,0 € X 4)
(ii) Le complexe W(GP?) est le complexe de classes de G relativement a la
famille ordonnée propre de sous-groupes U° = (TOUU)er ,
A
W(G?) = W(G?, TU,,0 € ¥ 4)
(iii) Le complexe W(G) est le complexe de classes de G relativement & la famille
ordonnée de sous-groupes (T.Ug)gegc@),

W(G) = WG, T.U,.0 € S )
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Le complexe W(GY) est un sous-complexe de W(G). Ces deux complexes sont
de dimension n—1 et d’apres la proposition (2.1.2), ils sont localement finis et donc
leurs réalisations géométriques sont localement compactes.

PROPOSITION 2.9. — Le complexe simplicial W(GP) est connexe. En particulier,
sa réalisation géométrique est connexe.

Démonstration. — D’apres la proposition (2.1.7), il suffit de montrer que le
groupe G est engendré par les sous-groupes TOU,, lorsque o décrit 'ensemble des
simplexes de I'appartement A. Si on note G le sous-groupe de G engendré par les
sous-groupes TU,, pour o dans X 4, il est clair que G est contenu dans G° puisque
les sous-groupes T°U, sont tous contenus dans G°. D’aprés la décomposition de
Cartan de G, on a G = KAK, ot K est le groupe GL,(Or) et A est I'ensemble
des matrices diagonales de la forme diag(wl{il,...7w11§")7 ou les k; sont des entiers
tel que k1 < ky < ... < k. Par conséquent, on a la décomposition G? = KA’K,
ot AC est le sous-ensemble de A formé par les matrices diag(w{?, ey wllﬁ") tel que
ki +...4+k, = 0. Donc, pour montrer que G° est contenu dans G il suffit de montrer
que K et A° le sont. D’abord K est contenu dans G puisqu’on vérifie facilement
que que pour tout sommet s de I'appartement A, le sous-groupe parahorique Py
est contenu dans G (car il est engendré par les sous-groupes TOU,, lorsque o décrit
I'ensemble des simplexes de A qui contiennent s). Pour montrer que A® est contenu
dans G il suffit de vérifier que G contient le groupe des matrices diagonales de dé-
terminant 1. Par une simple récurrence sur n, on vérifie que ce dernier groupe est
engendré par les matrices diagonales de la formes diag(1,...,1, A= A, 1...,1), avec
A € F*. Une telle matrice appartient a C~}, car elle est de la forme txt—'z7!, ou x
est la matrice de la transposition (i,i + 1), t = diag(1,...1, A, 1,...1), et que tzt—!
est dans tKt 1. O

COROLLAIRE 2.10. — Le complexe simplicial W(G) est non connexe et on a
To(W(G)) ~Z

Démonstration. — D’apres la proposition précédente, le sous-groupe de G en-
gendré par les sous-groupes T°U,, lorsque o décrit ’ensemble des simplexes de A,
est G°. Donc d’apres le corollaire (2.1.8), ’'ensemble des composantes connexes de
W(G) s’identifie & G/G? qui s’identifie a Z. O

Le groupe G agit sur le complexe W(G) par automorphismes simpliciaux,
I'action sur les sommets est donnée par, g.2T°U, = gzTU,. Pour cette action,
le sous-complexe W(G?) est G-invariant. Le groupe N agit aussi sur le complexe
W(G), Iaction sur les sommets est donnée par, n.zT°U, = zTU,n~1. Cette action
est bien définie car comme le groupe N normalise la famille de groupes (TOUU)U ey

A

alors, n.2TU, = 2T°U,n~! = 2n~'TU,, . Dans toute la suite de I’article, on ne
s’intéressera qu’a la restriction de l'action de N au groupe T! :

T! x W(G) — W(Q), (t,2T°U,) — 2t~ 'TU, 4

La restriction de cette action & TO est triviale. Par conséquent, I’action de T?!
sur W(Q) passe au quotient et induit une action simpliciale du groupe quotient
T!/T°, qu’on note T.

DEFINITION 2.11. —
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(i) Le complexe W est le complexe simplicial quotient W(G)/T.
(ii) Le complexe W est le complexe simplicial quotient W(G?)/T.

PROPOSITION 2.12. —

(i) Le complexe simplicial W est connexe. En particulier, sa réalisation géo-
métrique est connexe.
(ii) Le complexe simplicial W n’est pas connexe et on a mo(W) ~ Z. De plus,

les composantes connexes de W sont les translatés g. W, lorsque g parcourt
I’ensemble G/GO.

Démonstration. — Le premier point résulte du fait que W est I'image par la
surjection canonique du complexe W(G®) qui est connexe d’aprés la proposition
(3.2.2). Pour le deuxiéme point, il est clair que le complexe W est recouvert par
les sous-complexes g.W, pour g dans G/G°. Soient g et h deux éléments de G.
Supposons que les sous-complexes g. W et h.WV s’intersectent. Il existe alors un
sommet 2T°U, de W(G) tel que sa classe modulo T est dans g. WNh.W, c’est-a-dire
tel que (g2T°U,) = (haT°U,). Il existe donc t € T tel que gz T°U, = hat~1TOU,,
ce qui donne tz'h lgr € T°U,. Comme t et = sont dans G° et que T°U, est
contenu dans G°, alors h~'g est dans G°. Par suite g.)V = hJA. On en déduit
que les g. W, pour g dans G/G°, forment un recouvrement disjoint par des sous-

complexes connexes. Ce sont donc les composantes connexes de W. O

3. COHOMOLOGIE A SUPPORT COMPACT

3.1. Cohomologie simpliciale & support compact. Si X est un complexe sim-
plicial, pour tout entier p, on note X, l’ensemble des p-simplexes de X. Un p-
simplexe ordonné de X est une suite (so,...,sp) de sommets telle que {so,...,sp}
est un p-simplexe de X. On dit que deux simplexes ordonnés sont équivalents si
les simplexes correspondants sont les mémes et si les indexations different d’une
permutation paire. On notera [so, ..., 5,] la classe de (s, ..., s,). On note X,y I'en-
semble des p-simplexes orientés de X. L’espace des p-cochaines orientées de X est
I'espace des fonctions f : X,y — C vérifiant :

(a) la fonction f est a support fini.
(b) f([50(0)s s So)]) = €(a) f([50, ..., 5p]) Pour toute permutation o de {0, ..., p},
ou ¢ désigne la signature d’une permutation.
On notera C2"(X(p),C) I'espace des p-cochaines orientées de X et on définit un
opérateur cobord d,, : C2"(X(y), C) — C2"(X(p41),C) par,

p+1
dp(£)([505 s 8p41)) = Y (1) F([505 5y ey Sp1])-
i=0
On obtient ainsi un complexe de cochaines C" (X, C) = (C2"(X(;), C), d), et on défi-
nit alors H2(X, C) = HP(C2"(X, C)), et on appelle le p-iéme espace de cohomologie
a support compact de X.
Soit G est un groupe localement profini et X un G-complexe simplicial propre.
Le groupe G agit de fagon linéaire sur les espaces des cochaines orientées de X par

9-F([505 - 8p]) = F([g7 50, s g1 o5p))-
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L’action linéaire de G sur 'espace C2"(X(;), C) est lisse et définit donc une repré-
sentation lisse de G dans C2" (X, C). Les opérateurs cobords sont des morphismes
de G-modules, de sorte que les espaces de cohomologie HE (X, C) sont munis d’une
représentation lisse de G.

THEOREME 3.1. — ([5], théoréme 3) Soit G le groupe des points rationnels d’un
groupe réductif défini sur F et B(G) son immeuble de Bruhat-Tits. Alors on a des
isomorphismes de G-modules lisses,

0 sip #18,,(G)
p — EE]
HC(Q‘*(G)‘C)—{sm sip = rg..(G)
ot St (resp. rg,,(G)) est la représentation de Steinberg (resp. le rang semi-simple)
de G.

3.2. Formes harmoniques. Soit G un groupe localement profini et X un G-
complexe simplicial, propre et étiqueté. On fixe un étiquetage e : X9 — A,, une
fois pour toute, ou n est la dimension de X, et on suppose que 'action du groupe
G préserve I'étiquetage.

DEFINITION 3.2. — Une forme harmonique sur X est une fonction f : X,, — C
vérifiant,
S [Colf(C) =0
CeX,,
pour tout simplexe o € X,,—1. On note H (X, C) lespace des formes harmoniques
sur X.

Le groupe G agit de fagon linéaire sur 'espace H(X, C) des formes harmoniques,
I'action étant donnée par g.f(C) = f(g~*.C), pour tout g € G et pour tout C € X,,.
La partie lisse du G-module H (X, C) sera notée H, (X, C), et on 'appelle espace
des formes harmoniques lisses de X sous 'action de G.

Pour tout entier p, ’espace des p-cochaines de X, qu’on note C?(X, C), est l'es-
pace des fonctions a support fini de X, a valeurs dans C. On définit un nombre
d’incidence [0 : 7] entre un p-simplexe 7 = {sg,...,sp} et un (p + 1)-simplexe
o = {to,....,tp+1}, tels que 7 C o, de la fagon suivante :

[0:7] = (=1)" si {e(to), o e(tpr) P\ e(so), ..., e(sp)} = {3}

On définit un opérateur cobord 4, : C?(X,C) — C?T(X,C) par,

Sp(f)(0) = lo:7]f(7).
TEX,

Le groupe G agit de fagon linéaire sur les espaces des cochaines de X, I'action
étant donnée par g.f(c) = f(g~1.0), pour tout g € G, pour tout f € CE(X,C)
et pour tout ¢ € X,,. L’action linéaire de G sur l'espace CZ(X,C) est lisse et dé-
finit donc une représentation lisse de G dans C?2(X,C). Comme 1'étiquatage e de
X permet de fixer une orientation des simplexes, on remarque que le complexe de
cochaines (CE(X,C),d,)pez que l'on a construit est isomorphe (en tant que com-
plexe de C-espaces) au complexe des cochaines orientées construit dans la section
précédente. Mais comme le groupe G agit sur X en préservant 1’étiquatage, alors les
deux complexes sont isomorphes en tant que G-modules lisses. Par conséquent, les
complexes des cochaines (C?(X,C),d,)pez et (CZ(X(py, C),dp)pez admettent des
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espaces de cohomologies isomorphes en tant que G-modules lisses. Pour tout entier
p, on dispose d’un crochet de dualité :

(,.):CP(X,C) x CP(X,C) — C,

ot CP(X,C) est l'espace des cochaines & support quelconque de X (ie. 'espace de
toutes les fonctions de X,, & valeurs dans C). Le crochet est défini par,

(f.9)= "> f(x)g(x).
z€Xyp
Via ce crochet, on peut identifier le dual algebrique C2(X,C)* de C2(X,C) a
CP(X,C). Un calcul simple donne :

<fa 5P(g)> = <6;(f)7g>7 f € CP(X,C)7 g € CI(Z(X7(C)7 (321)
ou &% : CPT1(X,C) — CP(X, C) est I'application linéaire définie par,

(M) =Y lo:7lf(0), o € Xppa.
oeXpi1
Via lidentification de l'espace CP(X,C)* & CP(X,C), pour tout entier p, 'appli-
cation linéaire 4, correspond a ’application transposée de I’application cobord 4.
Comme G-module, 'espace H?(X, C) est défini comme étant le G-module quotient
Cn(X)/6C7~1(X), ol § est I'application cobord 6,,_1. En désignant par V* le dual
algebrique d’un C-espace vectoriel V, alors on a

HZ(X,C)* = {w € CH(X)"; wiscn(x) = 0}

En identifiant C(X)* a C™(X) alors, pour w € C*(X), la condition wiscn(x) = 0
est équivalente & ce que (w,d(h)) = 0 pour tout h € C?~1(X). Par I'identité (3.2.1),
ceci est encore équivaut a dire que, pour tout h € C?*~1(X), (6*(w),h) = 0 (ou
0% =47 _1) ce qui est enfin équivaut a ce que 6*(w) = 0, c’est-a-dire que w est une
forme harmonique sur X. On a donc le résultat :

THEOREME 3.3. — Le dual algébrique de H*(X,C) s’identifie naturellement a
H(X,C). Via cette identification, la représentation contragrédiente de H?(X,C)
s’identifie & Hoo (X, C).

Remarque 3.4. — Dans le cas particulier ou G est un groupe fini et X est un
G-complexe simplicial fini, le théoréme précédent implique que la représentation
contragrédiente de H" (X, C) s’identifie a I’espace des formes harmoniques H (X, C).

3.3. Cohomologie a support compact dans un systéme de coefficients.
Pour X un complexe simplicial, un systeme de coeflicients sur X consiste en la
donnée d’'un systéeme F = (Fy,72)scr, OU pour tout o € Xx, F, est un espace
vectoriel complexe et pour tout o, 7 € ¥x, tel que o C 7, rZ2 : F, — F, est une
application linéaire, telle que :

(a) Pour tout o € Xx, r7 = Id.

(b) Pour tout o,7,¢ € ¥x, telque o C 7 C ¢, 1T or? =717,

Soit G un groupe localement profini et X un G-complexe simplicial propre. On
dit que G agit sur un systéme de coefficients F = (Fy,7%),c- de X si pour tout
g € G et tout o € Xx, il existe une application linéaire 74 : 7, — F,  telle que :

(a) rg.a ord = "9 pour tout g,h € G et o € Xx.
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(b) rl =idz, pour tout o € Xx.
(c) le diagramme

7
Fo—">F:

g g9
’I”O_l l’I”T

-Fg.o .g_c? ‘Fg.r
ry7

commute pour tout ¢ C 7 et pour tout g € G. En particulier, le stabili-
sateur G, dans G du simplexe o € Yx agit linéairement sur F,.

DEFINITION 3.5. — ([13], page 106) Un systéme de coeflicients G-équivariant
sur X est un systéme de coeflicients F = (F4,7%)scr sur X muni d’une action de
G tel que pour tout simplexe o de X, 'action du stabilisateur G, sur F, est lisse.

Soit X un complexe simplicial et F = (Fu,77)scr un systéme de coefficients
sur X. L’espace des p-cochaine orientées de X a coeflicients dans F est I’espace des
fonctions

f : X(p) — @ .7:0
gEXX
vérifiant :

(a) la fonction f est & support fini.
(b) Pour tout p-simplexe orienté x = [so, ..., $p), f(x) € Fyu,, ol 0, est le p-
simplexe {sg, ..., Sp}-
(€) f([sxn)s -+ 8a)]) = (N f([s0, -, 5p)), Pour tout [s, ..., sp] € X(;) et toute
permutation A de Pensemble {0,1,...,p}.
On note CZ"(X(,y, F) l'espace des p-cochaines orientées de X a coefficients dans F
et on définit un opérateur cobord d, : CZ"(X(p, F) — C"(X(p41), F) par

p+1 ~
dp(£) ([0, s spa]) = D (= DFr{0 2ot (s, By s sp1a])
k=0

On obtient ainsi un complexe de cochaines C¢"(X,F) = (C"(X(p),F),d) et on
définit alors H?(X, F) = HP(C2"(X, F)) et on I'appelle le p-iéme espace de cohomo-
logie & support compact de X a coefficients dans F. Les espaces C2"(X(y,), F) sont
équipés d’une action lisse de G via

g-f@)y =7y, (f(lg" 50,9 "55)))

pour tout g € G, pour tout f € C2"(X,, F), et pour tout = = [sq, ..., 5p] € X(,). Les
opérateurs cobords sont des morphismes de G-modules, de sorte que les espaces de
cohomologie HE(X, F) sont munis d’une représentation lisse de G.

PROPOSITION 3.6. — Soit X un G-complexe propre et F = (Fu,72)oc, Ul
systéme de coefficients G-équivariant de X et p un entier compris entre 0 et la
dimension de X. Alors la représentation lisse de G dans I'espace C2"(X(y), F) des
p-cochaines orientées de X a coefficients dans F est isomorphe a la somme directe

P cindg, 7.,

0ES,
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ou &, est un systéme de représentants de I'action de G sur I’ensemble des p-
simplexes de X et pour tout p-simplexe o, G, est le stabilisateur global de o dans
G. En particulier, si I'action de G sur I’ensemble des p-simplexes de X est transitive
alors

Co (X (p)s F) =~ c-indg_F,

Démonstration. — Pour tout entier p, 'espace V,, = C2" (X, F) des p-cochaines
orientées de X & coefficients dans F se décompose en somme directe de sous-espaces

vectoriels,
_ o
VP - @ Vp
oeX,

ot V¢ est le sous-espace de C2"(X(,), F) constitué des fonctions

f :X{m — 6{9 }}

gEXX

dont le support est égal & {z;,zF}, on x;, 2T sont les deux simplexes orientés
correspondants a o. Comme le systéeme de coeflicients F est G-équivariant, alors le
groupe G permute les sous-espaces V7. De plus pour tout g € G et tout simplexe
o €X,, g.V5 = V8. Eneffet, si f € V7, alors le support de f est égal & {z,, 2 }.
Pour montrer que g.f € V37, il suffit de montrer que Supp(g.f) = {g.2;,g.xF}.
Soit x € Xp. Siz ¢ {g.x5, 9.0t} alors g~tx & {z5,2F} ce qui implique que
flg7tz) = 0 (f(g~'x) € Fy1,,). Dautre part rfg’,l'% t Fygre, — Fou,
donc g.f(x) =711 (f(g~t.w)) = 0. Dot Supp(g.f) = {g.z,,g.xF}, et par suite
g.Vy = V29, Soit S, un systeme de représentants de l'action de G sur I’ensemble
des p-simplexes de X. Pour o € S, le sous-espace

r
D Vv
T€G.0

est clairement G-invariant, c’est donc une sous-représentation de V,,. Le groupe G
permute transitivement les sous-espaces vectoriels VJ de ) V,, alors

T om0 i G T
@ V) ~cindG V),
T€G.0

T€H.o

ou G est le stabilisateur global de 7 dans G. D’autre part, chaque sous-espace V{
est isomorphe a F,, puisque l'application v, : V) — Fo, fr— f (z}) (pour un
choix quelconque de l'orientation) est clairement un isomorphisme. D’ott le résultat.

O

4. COHOMOLOGIE DE L’ESPACE W

4.1. Combinatoire du complexe W. Dans ce paragraphe, on va étudier la com-
binatoire du complexe W a travers sa fibration sur la subdivision barycentrique de
I'immeuble B(G). Le complexe W étant non connexe, ses composantes connexes
sont les translatés g.)V pour g dans G/GY. On se raméne donc a Pétude de la
combinatoire du sous-complexe GC-invariant W. Le complexe W se projette sur
la subdivision barycentrique de 'immeuble via lapplication p : W — sd(B(G)),
définie sur les sommets par p({(gT°U,)) = go. L’application p est bien définie et elle
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est clairement simpliciale et G°-équivariante. Pour tout sommet s de I'immeuble
B(G), on définit un sous-complexe compact R, de sd(B(G)) par

R, = Flag(Ras(a)(s)),

ot Rys(q)(s) = {0 € Ep(q)/ s € o} est le résidu du sommet s dans I'immeuble.
Remarquons que la famille (Rs)sem(q) forme un recouvrement GO-équivariant et
localement fini de la subdivision barycentrique de I'immeuble. Pour tout sommet
s de B(G), on note W; le sous-complexe p~(R;) de W. Les sous-complexes W,
lorsque s parcourt ’ensemble des sommets de B(G), forment un recouvrement G°-
équivariant et localement fini de W. Soit s un sommet de I'immeuble B(G). Les
sommets du complexe W; sont les sommets (gT°U,) de W tels que s € go et les
simplexes sont de la forme {(¢TUy,,) < ... < (gT°U,,)} tel que s € gog C ... C
gop.

PROPOSITION 4.1. — Pour tout sommet s de B(G), Ws est le sous-complexe
de W dont les simplexes sont de la forme {{(gT°Ug,) < ... < (gT°U, )} tel que
chaque sommet (gT°U,,) admet un représentant h'T°U,, avec h € Py et s € 7.

Démonstration. — Soit s un sommet de Pappartement A et {dy < ... < dp} un
simplexe de W, avec d; = (¢T°U,,), g € G® et s € gog C ... C go,. Comme
s est un sommet du simplexe gog, alors g~ '.s est un sommet du simplexe oq et
donc c’est un sommet de I’appartement A. Les sommets s et g~ '.s sont donc deux
sommets de A de méme type puisque GY préserve I’étiquetage des sommets de
I'immeuble. Le groupe T' agit transitivement sur les sommets de méme type de
I'appartement A, il existe alors ¢t € T* tel que tg~'.s = 5. Posons h = gt ! et pour
tout i € {0,...,p}, 7+ = t.0y. La classe hT°U,, représente le sommet d; puisque
(hTU,,) = (gt7'TUy,,) = (gT°U,,). De plus, comme tg~'.s = s et t,g € GO,
alors h € P,. Enfin, comme ¢~ '.s est un sommet de o, alors s = h™'s = tg~'s est
un sommet de t.o; = 7;. O

D’apres la proposition précédente, quitte a changer les représentants des sommets
d’un simplexe, on peut toujours supposer qu’'un simplexe de W, est de la forme

{(gTUysy) < ... < (gTU,, )}
avec g € Pyet sc oy C ... Cop.

PROPOSITION 4.2. — Pour tout sommet s de B(G), le groupe quotient P, /U,
s’identifie a G. Via cette identification, le complexe Wy s’identifie de fagon P-

équivariante au complexe W(G).

Démonstration. — Soit s un sommet de ’appartement A. Rappelons que le lien
du sommet s dans A, qu’on note lk 4(s), est le sous-complexe simplicial de A formé
des simplexes o qui ne contiennent pas s et tels que o U {s} est un simplexe.
L’ensemble des simplexes du lien lk 4(s) de s dans appartement A s’identifie au
résidu R 4(s) de s dans A. En effet, I'application o5 : Ra(s) — lka(s), qui a
un simplexe ¢ associe le simplexe o\{s}, est une bijection Ps-équivariante. Le lien
dans I'immeuble lkgq)(s) d'un sommet s s’identifie & I'immeuble de Tits de G
( [8], proposition page 57). Notons ¢ : P, — G le morphisme de réduction modulo

pr. On définit une application entre ensembles de sommets ¥ : W, — W(GQG) par
Y((gT°Us)) = ¢(9)T.Uy, (), pour tout sommet (gT°U,) de Wy, avec g € Py et
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s € 0. L’application 1 est bien définie. En effet, soit v un sommet de W, g1 TU,, et
92T0U0—2 deux représentants de « tel que g1, g2 € Ps et s € 01, 05. Comme ngOUL71
et goT°U,, représentent le méme sommet, alors il existe ¢t € T tel que goT°U,, =
glt_lTOUtm. Par suite, o9 = t.o1 et tgflgg S TOng. Or TOUUQ C Ps et g1,90 €
P, donc t € Py, et on vérifie facilement qu’un élément de T' qui fixe un sommet
de Pappartement A est dans TY. Ainsi, t € T° et goT°U,, = g1 TU,,. Par passage
a la réduction modulo Pr, on a ¢(g2)T.Uy,(s,) = ©(91)T.Uy, (5,)- Donc ¢ est bien
définie, et de plus elle est clairement surjective. Vérifions qu’elle est injective. Soit
ai et az deux sommets de Wy, ¢1T°U,, et g2TU,, deux représentants de
et ao respectivement, avec gi1,92 € P, et s € 01,02. On suppose que a; et as
ont méme image par 1, alors gp(gl)T.Uips(m) = cp(gg)T.U%(@). Ceci implique que

ws(o1) = ps(o2), done o1 = oy puisque ¢, est bijective, et gp(gflgg) € T.Uw (o)

Mais T.U,, (5,) = ¢(T°U,,), et comme ker(p) = Uy C Uy,, on a g; 'g2 € TOU,,.
D’otl iy = . Par suite, pour tout sommet s de 'appartement A, 1 : W, — W(G)
est un isomorphisme P,-équivariant de complexes simpliciaux. Pour un sommet
quelconque s de 'immeuble B(G), comme G° agit transitivement sur les sommets
de B(G) et comme g.Ws; = W, , pour tout sommet s et tout g € GY, le complexe
W est le translaté de W,, pour un certain sommet sy de 'appartement A. Par

conséquent, W est isomorphe & W(G) et ceci de fagon Pg-équivariante. O

COROLLAIRE 4.3. — Pour tout sommet s de B(G), W est un sous-complexe
connexe et compact de WV.

Démonstration. — D’apres la proposition précédente, pour tout sommet de
B(G), le complexe Wy est isomorphe & W(G). Il suffit donc de montrer que ce
dernier complexe est connexe. Comme W(G) est le complexe des classes de G rela-

tivement a la famille ordonnée de sous-groupes (T.ﬁg)g cc(A) indexées par le cone

C(A) qui est évidemment connexe. D’aprés la proposition (2.1.6) page 6, le com-
plexe W(G) est connexe si et seulement si G est engendré par les sous-groupes
T.U,, lorsque o décrit ’ensemble des simplexes du cone C(A), ce qui est clairement

vrai. O

Soit K le nerf du recouvrement (W;)sem(q) du complexe W. Cest le complexe
simplicial dont les sommets sont les sommets de 'immeuble B(G) et dont les sim-
plexes sont de la forme o = {sq, ..., s} tel que, Wy, N Wy, N...0W, # 0.

PROPOSITION 4.4. — Le nerf K s’identifie de fagon G%-équivariante a B(G).

Démonstration. — Il suffit de montrer que, pour tous sommets sy, ..., sp, deux a
deux distincts, de I'immeuble B(G), l'intersection Wy, N W,, N ... N W, est non
vide si et seulement si sg, ..., s, sont les sommets d’un p-simplexe de B(G). Soient
donc s, ..., s, des sommets de B(G). On suppose que Wy, N Wy, N ... N Wy # ()
est non vide. Soit & un sommet dans cette intersection et gT°U, un représentant
de a. Les sommets sg, ..., s, appartiennent au simplexe go. Ils forment donc un
simplexe de B(G), et comme ils sont deux a deux distincts alors ils forment un
p-simplexe. Réciproquement, soit o = {sq, ...., sp} un p-simplexe de B(G). Notons
a le sommet de W de représentant T°U,. Alors « est un sommet de l'intersection
Ws, N1 W, N ... N W puisque s; € o pour tout 1. O

Pour tout simplexe o de I'immeuble B(G), on note W, = [\,c, Ws. Clest le
sous-complexe simplicial de VW dont les sommets sont les sommets (¢T°U,) de W
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tel que o C g7 et les simplexes sont de la forme
{(gTU,,) < ... < (gT°U,,)},
tel que o C g19 C ... C g7p.

PROPOSITION 4.5. — Pour tout simplexe o de B(G) de dimension p > 1, W,
est un sous-complexe compact, non connexe en général, de WW. De plus,

dim(W,) =n—1—p.

Démonstration. — Soit o un simplexe de 'immeuble B(G) de dimension p > 1.
Le complexe W, est l'intersection des W;, lorsque s parcourant ’ensemble des
sommets de 0. Comme chaque complexe Wy est compact d’apres le corollaire (4.1.3),
alors W, est compact. Montrons que W, est de dimension n — 1 — p. Un simplexe
de dimension maximale de W, est de la forme,

{{9T°Ux) < ... < (gT°Ur,)}

avec 0 < g19 < g1 < ... < g7,. Ceci implique que {gm9 < g7 < ... < g7k}
est un drapeau maximal de simplexes de B(G) contenant . En particulier on a
n — 1 = dim(r;) = dim(o) + k, par suite dim(W,) = k = n — 1 — p. Le complexe
W, n’est pas connexe en général. Par exemple si ¢ est une chambre, la dimension
de W, est égale a zéro. Si on suppose que W, est connexe, il sera constitué d’un
seul sommet, ce qui est clairement faux. O

4.2. Cohomologie de I’espace W. Le complexe simplicial W est un G°-complexe
propre, ses espaces de cohomologie a support compact sont alors équipés de repré-
sentations lisses de G°. Dans cette section, on se propose d’étudier la cohomologie de
cet espace comme G%-module lisse. D’aprés la section (4.1), la famille (W) sem(c)
est un recouvrement GP-équivariant propre et localement fini du complexe W. Le
nerf K de ce recouvrement s’identifie de fagon G°-équivariante a 'immeuble B(G).
On définit un systéme de coefficients G%-équivariant H?¢ = (HZ,v%),c- sur le nerf
B(G) par :

(a) Pour tout simplexe o de B(G), HL = HI(W,,C).

(b) Pour tout simplexes o et 7 de B(G), o C 7, v7 : HY(W,,C) — HI(W,,C)

est le morphisme induit en cohomologie par l'inclusion de W, dans W,.

D’aprés le théoreme A de l'introduction, il existe une suite spectrale E” dans la
catégorie des G%-modules lisses dont le second terme est donnée par

2 ~
Ep,q = HZC)(K,'HQ) = HICJ(%(G)aIHq)
tel que,
E2, = HM(W,C).

Pour tout entier naturel m, il existe donc une filtration décroissante de H”*(W, C)
dans la catégorie des G°-modules lisses telle que le gradué pour cette filtration soit
donné par :

Gr(H'W,C)) ~ P Ep,. (4.2.1)
ptg=m
PROPOSITION 4.6. — La suite spectrale E" est n-triangulaire, c’est-a-dire véri-

fie : pour tout r > 2, pour tout p,q € Z tel que p+q = n, Ej . =0.
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Démonstration. — Le résultat découle du fait que C2"(X(,), H?) = 0 pour p +
q = n. En effet, d’apres la proposition (4.1.5) pour tout p-simplexe o de B(G),
dim(W,) =n —p — 1. Donc HZ = HY(W,,,C) = 0 pour ¢ > n — p, ce qui implique

que C2"(B(G)py, HY) = 0 pour p 4 g = n. D’ott le résultat. O
COROLLAIRE 4.7. — La suite spectrale E" converge vers son n-iéme terme.
Démonstration. — Découle de la proposition précédente. O

D’apres le corollaire précédent, I’isomorphisme (4.2.1) devient :

Gr(H'W,C))~ € Ej,. (4.2.2)

p+g=m

Dans la suite de cette section, on s’intéresse au G%-module lisse H?~*(W, C). En
effet, d’apres des calculs faits dans le cas n = 3, on s’attend a ce que les repré-
sentations cuspidales irréductibles de niveau zéro apparaissent dans le (n — 1)-iéme
espace de cohomologie & support compact du complexe W. La difficulté de I'étude
de la cohomologie du complexe W est que 'on ne peut pas décrire explicitement
les G%-modules lisses intervenant dans I'isomorphisme (4.2.2) ci-dessus. Par contre,
on peut quand méme décrire les termes E | intervenant dans la cohomologie en
dimension supérieure.

PROPOSITION 4.8. — Dans Iisomorphisme (4.2.2) ci-dessus on a les identifica-
tions suivantes :

i) Le G%-module Iisse EG 1 s’identifie a la somme directe

P c-ind§ H" 1 (W, C)
se€C
ol C est une chambre de B(G).
ii) Le G"-module lisse EY,, _, s’identifie & HL(B(G), H"?).
iii) Pour 0 < p,g<n—1,avecp+q=n—1et0<q<n—3,le G'-module
lisse Ej; , s’identifie a un quotient de HE(B(G), H?).

Démonstration. — i) et ii) On va montrer que les termes E§,,_; et E ,_, de la
deuxiéme page de la suite spectrale E™ ne changent pas dans les pages suivantes,
c’est-a~dire que

k
Eo,n—l EOn 1 et Eln 2 = Eln 2

pour tout entier k£ > 2. Pour p = 0,1, les différentielles dans la deuxiéme page
autour du terme Ep ¢ avec p +q = n — 1, sont représentées par le diagramme
suivant :

Notons T,, I'ensemble des points (a,b) du réseau Z? du plan se situant dans le
premier cadrant du plan et tel que a + b < n — 1. La suite spectrale E" étant
n-triangulaire, tous les termes Ea b, avec (a,b) en dehors de T, sont nuls. Pour
p = 0,1, il est clair que les deux points (p —2,¢g+ 1) et (p+2,g— 1) sont en dehors
de T, et donc les deux termes Eg 2,q+1 €t E?g +2,g—1 sont nuls. Par conséquent,
E3  =HPY(E?) = . Avec un raisonnement similaire, on vérifie que E Ef,’ q

P.q
On en déduit les deux égalités

O,nfl = Hg( ( )77_[”_1) et 7ll,n72 = Hi(%(G%HTl_Q)
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Montrons que le G%-module lisse HO(B(G), H" 1) s’identifie & la somme d’induites
compacte

P c-ind§ H (W, ©),

seC
ot C est une chambre de B(G). Le complexe de cochaines de 'immeuble B(G) a
coefficients dans H™ ! est donné par

O (B(G) (), H* 1) —L= Q0 (B(G) 1), H" ) —L> €2 (B(G) 2, H" L) — ...

D’aprés la proposition (4.1.5), les espaces C2"(B(G) (), H" ') sont nuls pour m +
n—1 > n, cest-d-dire C2"(B(G) ), H" ') = 0 pour tout m > 1. Par suite,
on a l'isomorphisme de G°-modules lisses HY(B(G), H" 1) ~ C2"(B(G) (o), H" ).
D’apres la proposition (3.3.2), on a un isomorphisme de G°-modules lisses
CZ (B(Q) o 1" ) =~ @) e-indfHI
sESy
ou Sy est un systéme de représentants de 'action de G° sur I’ensemble des sommets
de B(G). Pour toute chambre C de B(G), 'ensemble des sommets de C forme un

systéme de représentants de Paction de G® sur I'ensemble des sommets de B(G).
De plus, pour tout sommet s, H?~1 = H*~1(Wj, C). Par conséquent, on a

HY(B(G), H" 1) = P c-ind§ H" 1 (W, ©).
seC
Finalement, on a l'isomorphisme
5ot = @ eind§ H LW, ©).
seC
iii) Soit p et ¢ deux entiers tels que 0 < p,g < n—1,avec p+¢ =n—1 et
0 < ¢ < n — 3. Pour tout entier » compris entre 2 et n — 1, on a le diagramme,

dr

d”
T
—rqtr—1 E;mq

ET’

r
4>Ep gl T

Le terme Ej .. ., est nul puisque le point (p+7,¢ — 7+ 1) est en dehors de T,.
Alors le terme Elf! est un quotient de Ej . Comme E2 | est égal & H2(B(G), H?),
alors Ejj | est un quotient de H(B(G), H?). O

Des identifications établies dans la proposition précédente, on obtient 1’isomor-
phisme (4.2.3) suivant :

CrH!'W,C)~ @ E, @HL(B(G),H"2) & cindS HL(W,,C).

p+g=n—1 se€C
0<gsn—3
PROPOSITION 4.9. — Pour tout sommet s de B(G), la représentation de P,

dans H" 1 (W, C) est triviale sur U,. Par conséquent, par passage au quotient
H"~Y(W,, C) est une représentation du groupe réductif fini P, /U, ~ G.

Démonstration. — Le résultat provient du fait que I'action de U, sur le complexe
W est triviale. En effet, soit s un sommet de 'immeuble B(G) et a un sommet
de W, de représentant gT°U,, avec g € Py et s € o. Pour tout u € Uy on a
ugT°U, = g(g~'ug)T°U,. Comme U, est normal dans Py, on a g~ lug € U,.
D’autre part, U, est contenu dans T°U,. En effet, si s € ¢ alors U, C U,. Par
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suite, un représentant du sommet u.ac est ugT°U, = g(¢~tug)TU, = ¢T°U,,
d’ott u.ae = a. L’action de Uy sur W, étant triviale, son action sur la cohomologie
de W; est donc aussi triviale. O

Remarque 4.10. — D’apres la proposition précédente, déterminer la structure
de Ps-module lisse de I'espace H"1(W;, C) revient & déterminer sa structure de
G-module.

4.3. Détermination de la représentation H"~!(W,, C). Dans ce paragraphe
on se propose de déterminer la structure de G-module de I'espace H*~*(W(G), C).
Notons que le complexe W(G) est naturellement étiqueté. On fixe une fois pour
toutes l'étiquetage e : W(G) — A,_; = {0,...,n — 1} défini par e(¢T.U,) =
dim(o) + 1 pour tout sommet ¢gT.U,. Il est clair que l'action de G sur W(G)
préserve I'étiquetage. Nous fixons pour la suite de 'article les notations suivantes :

Pour tout entier naturel p, on note W(G)? I'ensemble des p-simplexes de W(G).

On note Qyy 'ensemble des appartements de W(G) et Ayy son appartement stan-
dard. Pour i = 0,1, on note W(G)? 2 I'ensemble des (n — 2)-simplexes

o={¢T.U, <..<gT.U, _,}
de type i, c’est-a-dire tel que e(¢T.U,,) = 4. Pour tout o € W(G)""2, on note

Chyy, @) (o) 'ensemble des chambres de W(G) contenant o. Enfin, Pour tout en-
semble X, on note F(X) l'espace vectoriel des fonctions complexes sur X.
D’apres la remarque (3.2.3), la représentation contragrédiente de H* =1 (W(G), C)
s’identifie & I'espace H(W(G),C) des formes harmoniques sur W(G). On rappelle
que H(W(G), C) est espace des fonctions complexes f sur 'ensemble des chambres
de W(G) vérifiant > cew@n—11C : 0]f(C) = 0, pour tout simplexe o € W(G)"—2.

On a un isomorphisme de G-modules,
FO@ Y~ P mdsir. (4.3.1)
CEChAW
En effet, un systéme de représentants de I'action de G sur I’ensemble Ch,, & est

donné par 'ensemble Ch 4,, des chambres de I'appartement standard. Alors I'ap-
plication

p: FWG ) — @ FOG),

CGChAW

définie par ¢(f) = ZCeChAW fc, ot fc est la fonction de G donnée par

felg) = f(g7".C),
est linéairi injective ft G-équivariante. Soit f € F (ChW(E)) et C € Chy,,. Pour
tout g € G et t € T on a, fo(tg) = f((tg)~".C) = f(g~'t7'.C) = f(g='.C) =
fc(g) puisque T est le stabilisateur de toute chambre de I'appartement Ayy. Par
suite, fco est Eans I'induite Ind%lf. De plus, soit un élément ZCGChAW fo de
@CeChAW F(G). On définit une fonction f sur I'ensemble Ch,, g par f(C') =
fc(g), pour tout C’ € Chw(a)7 ol C est 'unique chambre de Ay telle que C’ est

dans l'orbite de C et g un élément quelconque de G tel que g~'.C = C’. On a
clairement ¢(f) = > ccqp, . fo. Dol ¢ est surjective et par conséquent c’est un
w
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isomorphisme de G-modules.
Notons H;(W(G),C), i € {0, 1}, lespace des fonctions complexes f sur 'ensemble
W(G)"~! des chambres vérifiant,

Y. [C:af(©)=0

Cew(G)n—1

pour tout simplexe o € W(G)7"~2. L’espace H;(W(G), C) est un sous-G-module de
FW(G)" 1) et on H(W(G),C) = Ho(W(G),C) N H1(W(G),C).

PROPOSITION 4.11. — On a un isomorphisme de G-modules,
Ho(W(G),C) ~ IndS1
Démonstration. — Soit f dans Ho(W(G), C). Pour tout simplexe o € W(G)p~2,

S [Crolf(C) =0

Cew(G)n—1

Montrons que f est déterminée par ses valeurs sur les ensembles Chy 4,, , pour tout
appartement g.Ayy de W(G). Soit o € W(G)p~? fixé,

o={¢T.U, <..<gT.U, ,}

avec 7o est le simplexe vide de l'appartement A. Pour tout entier j compris entre
0 et n — 2, notons le sommet gT.U;, de o par s;. Le simplexe o est contenu dans

I'appartement g.Ayy. Soit i = max{j € A,_1/ e(s;) = j}. Une chambre C de W(G)
contenant o est de la forme

C={s0<..<8 <8< 841 < ...<Sp—2}

ou s = ¢T.U, avec 7 un simplexe de I'appartement A contenant 7; et contenu
dans 7;41. Or il existe exactement deux simplexes de A coincés entre 7; et Tit1-
Ainsi, ensemble des chambres de W(G) contenant o est constitué de deux chambres
contenues dans 'appartement g..4yy, qu’on note Cy(o) et C1(0). Remarquons que le
coefficient d’incidence [C : o] vaut 1 pour n’importe quelle chambre contenant o. Par

conséquent, une fonction f : Ch,,, gy — C est dans Ho(W(G),C) si et seulement

si f(Co(0)) + f(Ci(0)) = 0 pour tout ¢ € W(G)y~2. Par conséquent, pour tout
C,C" € Chy.a,,, f(C) = —f(C') ou f(C) = f(C'). En effet, soit C,C’ € Chy_4,,
et (Cy, ..., Cg) une galerie de 'appartement g.Ayy reliant C & C’ (une telle galerie
existe puisque l'appartement g.A4,y, est isomorphe a la subdivision barycentrique
du cone C(A) de I'appartement A). Pour tout i = 0,....,k — 1, C; et C;41 sont les
uniques chambres de g..Ay, contenant le simplexe C; N C;41, on a donc clairement
f(C) = f(Cp) = £f(Ck) = £f(C’). Ainsi, f est bien déterminée par ses valeurs sur
les ensembles Chy, 4,, pour tout appartement g.Ayy de W(@) On fixe une chambre
C de lappartement standard Ayy et on définit

U : Ho(W(G),C) — IndS1y,

par ¥(f)(x) = f(z~1.C). L’application W est bien définie. En effet, pour tout z € G,
ett €T, ona¥(f)(tr) = f(z71t71.C) = f(x71.C) = U(f)(x) puisque T est le
stabilisateur de toute chambre de 'appartement Ayy,. De plus, ¥ est clairement

linéaire et équivariante. Soit f € Ho(W(G), C) telle que ¥(f) = 0. Alors f(x.C) =0



116 A. Rajhi

pour tout z € G. Soit C' € W(G)" 1, alors C’ est contenu dans un appartement
2.Ay pour un certain x dans T. Les chambres de I'appartement standard Ay
forment un systéme de représentants pour action de G sur ’ensemble des chambres
de W(G), donc €’ = 2.C" pour une certaine chambre de Ayy. Par suite C' = 2.C”
et £.C sont deux chambres de 'appartement z..4yy. Alors d’apres ce qui précede, on

a f(C') = f(xz.C") = £f(2.C) = 0. Donc f est 'application nulle et on en déduit

que VU est injective. L’application ¥ est aussi surjective. En effet, si f € Ind%lf,
on définit une fonction h : W(G)"~! — C de la fagon suivante. Pour tout C’ €
ChW (@) C’ est contenu dans un unique appartement x..Ayy,, pour un certain z € G.
Alors C’ et z.C sont deux chambres de x.Ayy. Pour définir 'image par h de C’, on
fixe une galerie de longueur minimale (Cy, ..., C,,) de Pappartement z..4yy reliant
C’" & z.C (ie. une suite de chambres de z.Ayy telles que deux chambres consécutives
sont distinctes et s’intersectent suivant un simplexe de codimension 1, Cqg = C’ et
C., = 2.C, tels que la longueur m est minimale). On pose h(C’) = (—1)™h(z.C).
Cette définition ne dépend pas de la galerie de longueur minimale reliant C’ & z.C
choisie puisque deux telles galeries ont la méme longueur. D’apres ce qui précede, la

fonction h est dans Ho(W(G), C) et il est clair que U(h) = f. Ainsi, ¥ est surjective.
Finallement, ¥ est un isomorphisme de G-modules. O

PROPOSITION 4.12. — L’espace H1(W(G), C) contient une sous-représentation
isomorphe a la partie cuspidale de la somme directe

P masiy

CeCh(Aw)

Démonstration. — Notons V le G-module @CeChAW Indng. On définit une
application
p:V— FWG)" 1
de la fagon suivante. Pour tout élément f = ZCeChAW fc dans V et pour tout
chambre C' € ChW(G)’ on pose ¢(f)(C') = fc(z), on C est I'unique chambre de

Ay telle que C’ est dans l'orbite de C et 2 un élément quelconque de G tel que
2~ 1.C = . Cette définition est indépendante du choix de z puisque si z1,z2 € G
tel que 271.C = 25, *.C = C’, alors x5, 1.C = C et donc z; = ta pour un certain
t € T puisque le stabilisateur de C est égal a T. Par suite, comme f¢ est invariante
a gauche par T, on a fo(x1) = fc(xs). L’application ¢ est clairement linéaire,
vérifions qu’elle est équivariante. Soit C' € Chw@) et ¢ € G. Soit C I'unique
chambre de Ay telle que C’ est dans l'orbite de C et x un élément quelconque de
G tel que z71.C = C'. Alors C est 'unique chambre de Ayy telle que g~ C’ est dans
orbite de C et on a (zg)~1.C = g~1.C’. Par suite (g.0(f))(C') = ¢(f)(g~1.C") =
fe(zg) = ¢(g.f)(C"). Dol ¢ est bien équivariante. Notre opérateur d’entrelacement
 est clairement injectif. On va montrer que ¢ envoie la partie cuspidale de V dans
espace H1(W(G),C). Soit 0 € W(G)"™2,

o={¢T.U, <..<gT.U, ,}

avec 7o est un sommet de I’appartement A. Le simplexe o est contenu dans une
unique chambre C’ contenu dans ’appartement g.Ayy. En effet

C'={¢T < gT.U, <..<gT.U, ,}
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est clairement I'unique chambre de g.A4yy contenant . Soit Cy 'unique chambre de
Aw tel que C' = ¢g.Cy, Co = {T < T.U,, < ... < T.U,,_,}. Montrons d’abord
que I'ensemble Ch,, () des chambres de W(G) contenant o est donné par,
Chyy @) (0) = {guCo, u € U,}. Soit D une chambre de W(G) contenant o,
avec D = {hT < KT.U, < ... < hT.U,, ,}. Alors hT.U;, = ¢T.U,, pour tout
i=0,...,n—2, ce qui donne g~*h € T.U,, et ¢; = 7. En particulier g~*h € T.U,,,
c’est-a-dire qu'il existe t € T et u € U,, tel que h = gtu. Donc la chambre D est
donnée par,

{gtuT < gtuT.U,, < ... < gtuT.U,,_,} = gtuwt * {T < T.U,, < ..<T.U,, _,},

c’est-a-dire D = gu/Cy avec v’ = tut~! € U,, puisque T normalise U,,. D’ou
pour tout ¢ € W(G)1—2 , Chyy g (o) = {guCo, u € U, }, ot g dans G et Cy est
I'unique chambre de l’appartement standard A4y telle que o est contenu dans gCy.
L’espace H1(W(G),C) est le sous-espace des fonctions f € F(W(G)"~1) vérifiant
la condition d’harmonicité,

Y. [C:af(©) =0

CECh,,, 5

pour tout simplexe o € W(G)"™2 Soit 0 € W(G)}72, ¢ = {¢TU,, < .. <
gTU,, _,} et Co 'unique chambre de I’appartement Ayy telle que g.Cq est 'unique
chambre de g.Ayy contenant o. On a

Z [gu.Cq : o] f(gu.Co) =
ueﬁ.,-o

Remarquons que les coefficients d’incidence [gu.Cy : o] sont indépendants de la
chambre gu.Cy contenant ¢ et sont tous égaux a 1. Donc si on note fc la fonction
définie par fc(g) = f(g~1C) pour tout chambre C de Ayy, on a

Z fCo(u.g_l) =0

ueﬁ-rg

pour tout g € G. On en déduit que, pour tout C € W(G)"~!, la fonction fc vérifie,
> felug™) =0 *)
ueU

pour tout g € U et tout sous-groupe parabolique standard maximal propre P de

G de radical unipotent U. Soit ZCGCh fc un élément de la somme directe des

G-modules (IndG )P, lorsque C parcourt I’ensemble des chambres de Ayy. Mon-
trons que ¢(f) verlﬁe la condition (*) ci-dessus. Comme pour tout C € Chy,,, fc
est dans la parjie cuspidale de l’indui‘ge Ind%lf, alors pour tout sous-groupe para-
blique propre P de radical unipotent U on a

> folgu) =0.

ueU
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Soit g € G et P un sous-groupe parabolique standard maximal propre de G de
radical unipotent U. On a

> folug) =) felg'qug) = D folgv) =0

u€U u€U veg—1Ug

Donc ¢(f) est bien dans I'espace H1(W(G), C). Ainsi, opérateur d’entrelacement

 envoit injectivement la partie cuspidale de V dans H;(W(G), C). O

PROPOSITION 4.13. — Le G-module H(W(G),C) contient la partie cuspidale
de I'induite Ind%lf. De plus, on a I'isomorphisme

HOV(G), )™ = (IndS 1) =P,

Démonstration. — Soit C une chambre fixée de 'appartement standard Ayy. On
note Vg le G-module Ind%lf. Dans la preuve de la proposition (4.3.1), on a vu que
application ¥ : Ho(W(G),C) — V,, définie par ¥(f)(z) = f(z1.C), est un
isomorphisme de G-modules. Notons ¢ : Vo — Ho(W(G), C) sa réciproque. On
vérifie facilement que ¢ est définie par,

o(f)(C)) = { flz) siC =a2"1.C

0 sinon.

Montrons que ¢ envoit V§**® dans H; (W(G), C). Soit f € V§**P. Soit o € W(G)} 2,
un simplexe de la forme o = {gT.U,, < ... < ¢TU,, _,}, avec 75 est un sommet de
I'appartement A. Le simplexe o est contenu dans une unique chambre C, contenu
dans appartement g.Ayy. Soit Cy I'unique chambre de Ay tel que C, = ¢.Cy,
Co={T < T.U, < ..<TU, ,}. Dans la preuve de la proposition (4.3.2), on a

vu que l’ensemble des chambres de W(G) contenant o est donné par, Chw(a)(a) =

{guCy, u € U,,}. Par suite, on a

Yo [FiaeH®E) D [Frole(HE) = Y [guCo: ale(f)(guCo)

FEW(@)"71 FEChW(E)(”) UEﬁ,—O

On distingue deux cas : si Cy # C, la derniere somme est clairement nulle, sinon
on a

Y. Fiole(HE) = Y [guC:ale(f)(guC) = ) [guC:olf(u'g™")

FeW(G)n—1 u€Un, u€Uq,

= > fwlgh= Y flgh),
u€Un, vegUrpg~!

or comme f € V§"P, pour tout sous-groupe parabolique P de G de radical unipotent

U, > uew f(zu) = 0, pour tout = € G puisque la fonction f, définie sur G par

f(@) =3, o5 f(xu), est dans Pespace de V™™ et est invariante a droite par U. Par
conséquent, on a

S FiodeNE) = Y g =0.

Few(G)n—1 vEGU,, g1
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D’oit ¢(f) est bien dans #;(W(G), C). Par suite, ¢ envoie V§** dans D'intersection

de Ho(W(G),C) avec H1(W(G),C) qui est égale & H(W(G),C). On en déduit que
la restriction de ¢ a la partie cuspidale de V),

¢ : Vg — H(W(G),C),
est un plongement de G—modgles. Montrons que le plongement ¢ induit un isomor-
phisme de V™" dans H(W(G), C)*"P, c’est-a-dire que 'application
P 5 VE s HON(@), )
est un isomorphisme. Pour cela, il suffit de vérifier que les espaces Ho(W(G),C) et
H(W(G),C) ont les mémes parties cuspidales. L’inclusion
HW(G),C)™™P C Ho(W(G),C)™*P

est immédiate puisque espace #(W(G), C) est contenu dans Ho(W(G), C). Pour la
deuxiéme inclusion, soit f € Ho(W(G), C)*P. Soit o € W(G)?~2, un simplexe de
la forme 0 = {¢T < gT.U,, < ... < gT.U,, _,}, avec 7o un sommet de 'appartement

A. On note C,, I'unique chambre de 'appartement g.A4)y contenant o et Cq I'unique
chambre de 'appartement Ay telle que C, = g.Cy. On a

Y. [F:olf(®)= > flguCo)= Y flv"gCo),

FEChW(E) (0’) UGUTO “69U70971

or comme f est dans la partie cuspidale de Ho(W(G),C), pour tout sous-groupe
parabolique P de G de radical unipotent U, la fonction complexe f définie sur
Pensemble W(G)"~! par, f(F) = > wev f(u™LF), est invariante par U et donc
nulle. Par conséquent, on a

Y [Fiolf(F)= > fu7'gCo)=0.

FECh,, & (o) vegUrgg™!
Par suite, f appartient & Ho(W(G), C)*"PNH;(W(G),C) = H(W(G),C)"P. D’ott
la deuxieme inclusion et donc 1’égalité. O
THEOREME 4.14. — On a l'isomorphisme de G-modules
H" ' (W(G),C)"P =~ (IndS15)"P.
Démonstration. — D’apres le théoreme (3.2.2), la représentation contragrédiente

du G-module H*~!(W(G), C) s’identifie & espace H(W(G), C) des formes harmo-
niques. Donc la partie cuspidale de H(W(G), C) est isomorphe a la partie cuspidale
de la contragrédiente H(W(G),C)Y, or la partie cuspidale de la contragrédiente
d’un G-module V est isomorphe 4 la contragrédiente de VP, Par suite, la contra-
gédiente de H* 1 (W(G), C)"*P est isomorphe & H(W(G), C)"*P, or comme pour
tout G-module V, la double contragrédiente VVV est canoniquement isomorphe &
V, alors H*~}(W(G), C)°"P est isomorphe & la contragrédiente de H(W(G), C)UsP.
D’aprés la proposition (4.3.3), la partie cuspidale de H(W(G),C) est isomorphe a

la partie cuspidale de I'induite Ind%lf, donc la contragrédiente de H(W(G), C)cusp

est isomorphe a la contragrédiente de (Ind%lf)cusl’ et donc isomorphe a la partie

cuspidale de (Indglf)v, or 'induite Indglf est clairement auto-duale, c’est-a-dire



120 A. Rajhi

isomorphe & sa contragrédiente. Par conséquent, H*~1(W(G), C)°"P est isomorphe
A (IndS1)°usPp. O

5. REPRESENTATIONS CUSPIDALES DE NIVEAU ZERO

5.1. Représentations cuspidales de G.

THEOREME 5.1. — Toute représentation cuspidale irréductible de caractére cen-
tral trivial de G se plonge dans H"~*(W(G), C).

Démonstration. — Soit (m, V) une représentation cuspidale irréductible de ca-
ractére central trivial de G. Commengons par montrer que (m, V) se plonge dans
lespace des formes harmoniques H(W(G),C). Montrons que 7 se plonge dans

Ho(W(G),C). D’apres la proposition (4.3.1), la représentation Ho(W(G),C) est
isomorphe a l'induite Ind%lf. Soit M le sous-groupe mirabolique de G, U le sous-
groupe unipotent supérieur standard et Z le centre de G :

M= { < 0 1 ) g€ GLy1(kp), @ € (ke)" '}

et
1 kp - kp
o= "
. . kF
o --- 0 1

On fixe un caractere non trivial ¢ du groupe additif de kr et on définit un caractere
x du groupe U par,

1 210 -+ T1m
0
x( )=v(r12+ 223+ .+ Tpo1n)
: . xn—l,n
0o - 0 1

Par le modele de Kirillov, la restriction de 7 au groupe Z.M est isomorphe & I’induite

Indg:gx. Donc, d’aprés la formule de Mackey, la restriction de 7 au groupe T est
donnée par,

Z.M T
T = (IndZ g x) 7 D hdzg.a'= D Ir
07 O\ZN/T T\ /T

puisque I'intersection (Z.U)9NT est toujours triviale. Alors T contient le caractere
trivial. Par suite, ’espace Homf(ﬂ'ﬁ, 1) est non nul. Par réciprocité de Frobenius,

Pespace Homa(W,Indglf) est non nul, et donc, par irréductibilité de m, la repré-
sentation 7 se plonge dans Ind%lf. Comme 7 se plonge dans Ind%lf7 7 se plonge

donc dans Ho(W(G),C). Fixons un plongement de G-modules ® : V — Indglf.
Comme la représentation 7 est cuspidale et que ® est injective, alors ®(V) est

contenu dans la pimrtie cuspidale de Indglf, or d’apres la proposition (4.3.3) la re-

présentation (Ind%lf)c‘“p est contenu dans H(W(G), C), alors ® est un plongement
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de V dans l'espace H(W(G),C) des formes harmoniques. Montrons que la repré-
sentation V se plonge dans H*~*(W(G), C). D’apres le théoréme (3.2.2) page 10, la
représentation H(W(G),C) s’identifie & la contragrédiente de H*~!(W(G), C), or
on a un opérateur d’entrelacement injectif

d:V— HOW(G),C)~H"1(W(G),C)*
Donc en passant aux contragrédientes, on obtient un opérateur d’entrelacement
surjectif,
o* . H"'W(G),C)** ~ H" ' (W(G),C) — V*
Or, la contragrédiente d’une représentation cuspidale irréductible de G est cuspidale
irréductible, donc V* est cuspidale irréductible. Par conséquent V* est isomorphe

a une sous-représentation de H*~!(W(G), C). Comme I'ensemble des classes d’iso-

morphismes des représentations cuspidales irréductibles de G est stable par contra-
grédientes, alors V se plonge dans H* " 1(W(G), C). O

PROPOSITION 5.2. — Toutes les représentations cuspidales irréductibles de ca-
ractére central trivial de G apparaissent dans H"~*(W(G), C) avec la méme multi-
plicité égale a

1 n—1 n—1 n—1 n—2
mcuspzm(q —1)(q —q) (g —q"77)

Démonstration. — Soit (7, V) une représentation cuspidale irréductible de ca-
ractere central trivial de G. D’apres le théoréeme (4.3.4), la partie cuspidale de la

représentation H* =1 (W(G), C) est isomorphe & (Ind%lf)cusl’, comme de plus 7 est
cuspidale, alors on a
Homg(m, H' " (W(G), C)) = Homg (m, IndS 1)
et donc -
dim(Homg(m, H" 1 (W(G), C))) = dim(Homg(r, IndZ15).

Or par réciprocité de Frobenius on a,
dim(Homg (7, Indglf)) = dim(Homf(wﬁ, 15)).

Avec les notations de la démonstration du théoréme précédent, la restriction de m
au groupe T est donnée par,

g€Z.O\ZM/T
Alors la dimension de I’espace HomT(Wﬁv 1) est égale au cardinal de I’ensemble
U\Z.M/T. Or un simple calcul donne |[U\Z.M/T| = W(q”*1 —1)(¢g"t =
q)...(¢"* — ¢"?). D’ou la dimension de I'espace Homg(m,H" *(W(G),C)) est
égale a

1

usp = ————— n=1_ 1\ 1 — o). (¢! —a"2). O
Meusp (q_l)n,l(q )(q q)---(q q")

Remarque 5.3. — Pour n = 2, une représentation cuspidale irréductible de ca-

ractere central trivial de G apparait dans H'(W(G), C) avec multiplicité 1.
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5.2. Représentations cuspidales de niveau zéro de G.

THEOREME 5.4. — Toute représentation cuspidale irréductible de niveau zéro
de G de caractere central trivial sur Op* est isomorphe a un sous-quotient irréduc-
tible de

.
H= (W, C).

Démonstration. — Soit (7, V) une représentation cuspidale irréductible de ni-
veau zéro de G de caracteére central trivial sur O . D’apres la construction des repré-
sentations cuspidales irréductibles de niveau zéro de G donnée dans [7] ou dans [10],
il existe une représentation cuspidale irréductible & de G telle que ™ = c—ind%KE, ou
K est le sous-groupe compact maximal GL,,(Op), Z est le centre de G, o I'inflation
de ¢ & K, et ¢ I'unique extension de o a ZK vérifiant 6(zk) = w,(2)o(k) pour tout
z € Zet k€K, ot wy est le caractére central de w. D’apres le théoreme (5.1.1),
la représentation & de G se plonge dans I’espace H*~1(W(G), C), donc sa relevée
o se plonge dans H*~}(W,, C) comme représentation lisse de K, ot s est le som-
met standard de 'immeuble B(G). Par conséquent, par exactitude de 'induction
compacte, la représentation c—indgoa se plonge dans c—ind%UH"_l(VVS7 C), on s est
le sommet standard de I'immeuble B(G). Donc c—ind%oa se plonge dans la somme
directe

P c-ind{ = (W, ©),

seC
ou C est la chambre standard de B(G). Ainsi, de I'isomorhisme (4.2.3), page 16, la
représentation c—ind%oa se plonge dans le gradué Gr(H?~!(W,C)). Montrons que
la représentation c-indGo se plonge dans le gradué du G-module lisse H?‘l(W, C)
pour une certaine filtration décroissante par des sous-G-modules lisses. D’apréslzl
proposition (2.2.5) page 9, les composantes connexes du G-complexe simplicial W
sont les translatés g.W, pour ¢ € G/G°. Donc on a un isomorphisme d’espaces
vectoriels,

H7'W,C)~ @ H '(g.W,C).
geG/GO

Le groupe G permute transitivement les espaces H?~1(g.W, C), lorsque g parcourt
I'ensemble G/GP. Alors on a un isomorphisme de G-modules lisses,

H" ' (W, C) ~ c-indSoH ' (W, C).

La filtration décroissante du G%-module lisse H? 1 (W, C) donnée par la suite spec-
trale E" de la section (4.2), induit par induction compacte de G° & G une filtration

décroissante de H?~1(W, C). Le gradué de H*~1(W, C) relativement a cette der-
niére filtration est alors donné par,

Gr(H* ' (W, C)) = c-indS Gr(H" (W, C)).

0
Comme la représentation c-ind$; o se plonge dans Gr(H?~! (W, C)), alors par induc-
tion compacte la représentation c-ind§o se plonge dans le gradué de H?~*(W, C).
Par conséquent, la représentation c—indﬁa se plonge dans un sous-quotient de l'es-
pace de cohomologie H?~*(W, C). Par transitivité de I'induction compacte on a,

c-ind$o = c-indGy (c-ind%¥ o)
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Or,
c-ind%¥ o = c-ind% (O)=0® c-indZ¥ 1.
Donc,
c-ind$o = -indGy (6 ® c-ind%*1). (5.2.1)

La représentation triviale de ZK est un sous-quotient irréductible de c—indIZ(KlK. En
effet par réciprocité de Frobenius, on a

HomZK(c—indIZJ{lK, IZK) ~ HOIHK(IK, 1K)7

et donc ’espace des entrelacements de l'induite compacte c—ind%(K 1k dans la re-
présentation triviale de ZK est non nul. Par suite, la représentation 1zx est un
sous-quotient de c—indﬁKlK puisqu’elle est irréductible. Par conséquent, la repré-
sentation & est un sous-quotient de c—ind%(Ko puisque la représentation trivial de
ZK Test. Donc par exactitude de I'induction compacte et vue U'identité (5.2.1), la
représentation m = c—ind%Ka est un sous-quotient de c—indga. Or on a montré ci-
dessus que c—ind%a se plonge dans un sous-quotient de Hg_l(w, C). Comme 7 est
un sous-quotient de c—indga, alors 7 se plonge dans un sous-quotient de I'espace de
cohomologie H?‘l(W, C). De plus, 7 étant irréductible, c’est donc un sous-quotient
irréductible de cet espace de cohomologie. O

Remarque 5.5. — Le complexe W(G) est muni d’une action de K = GL,(OF)
triviale sur K! = I, +wpM,,(Or). L’espace de cohomologie en dimension supérieure
H"~1(W(G), C) contient toutes les représentations cuspidales irréductibles de K/K*
de caractere central trivial. Ce sont les types de niveau zéro pour les représentations
cuspidales de niveau zéro et de caractére central trivial sur Oy .
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