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COHOMOLOGIE À SUPPORT COMPACT
D’UN ESPACE AU-DESSUS DE L’IMMEUBLE DE BRUHAT-TITS

DE GLn SUR UN CORPS LOCAL. REPRÉSENTATIONS
CUSPIDALES DE NIVEAU ZÉRO.

ANIS RAJHI

Résumé. Soit G le groupe GLn(F), où F est un corps localement compact non-archimédien,
et B(G) son immeuble de Bruhat-Tits. Nous construisons un complexe simplicial W̃, doté
d’une action de G et d’une projection propre simpliciale G-équivariante p : W̃ −→ B(G).
Nous démontrons qu’en dimension supérieure la cohomologie à support compact Hn−1

c (W̃,C)
contient comme sous-quotient toutes les représentations cuspidales irréductibles de niveau
zéro.
Abstract. (Cohomology with compact support of a space over the Bruhat-Tits building of
GLn over a local field. Cuspidal representations of level zero.) Let G the group GLn(F),
where F is a non-archimedean locally compact field, and B(G) its Bruhat-Tits building. We
construct a simplicial complex W̃, equipped with an action of G and with a G-equivariant
proper simplicial projection p : W̃ −→ B(G). We prove that the cohomology with compact
support in higher dimensions Hn−1

c (W̃,C) contains as subquotients all irreducible cuspidal
level zero representations.

Introduction

Soient F un corps localement compact, non archimédien, non-discret, G le groupe
linéaire général GLn(F) etB(G) son immeuble de Bruhat-Tits. Dans ce travail nous
construisons un espace équivariant W̃, muni d’une projection p : W̃ −→ B(G). No-
tons T le tore diagonal de G, T0 sa partie compacte et pour tout simplexe σ de
l’immeuble B(G), on note Uσ le radical pro-unipotent du sous-groupe parahorique
Pσ. L’espace W̃ est alors construit comme quotient sous l’action d’un groupe discret
du complexe de classes W(G) du groupe G relativement aux sous-groupes ouverts
compacts T0Uσ, lorsque σ parcourt l’ensemble des simplexes de l’appartement stan-
dard de B(G). L’espace W̃ est muni d’actions simpliciales commutantes de G et du
groupe de Weyl sphérique W de G. L’application p est simpliciale, G-équivariante
et chambrée (préserve la dimension des simplexes). Soit G0 le sous-groupe de G
défini par

G0 = {g ∈ G/ det(g) ∈ O∗F},
où O∗F est le groupe des inversibles de l’anneau OF des entiers de F. Le complexe
simplicial W̃ n’est pas connexe, mais il admet un sous-complexe connexe et G0-
invariant noté W. De plus les composantes connexes de W̃ sont les translatés g.W,
pour g ∈ G/G0. Ceci nous permet de nous ramener à l’étude de l’espace W. En
effet, le lien entre la cohomologie des espaces W̃ et W est donné par la relation
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96 A. Rajhi

suivante
H∗c(W̃,C) ' c-indG

G0H∗c(W,C).
L’espace W se projette sur l’immeuble B(G) via l’application p : W −→ B(G).
La projection p est G0-équivariante et propre de sorte qu’en munissant l’immeuble
B(G) d’un recouvrement G0-équivariant par des sous-complexes compacts, on ob-
tient via l’application p un recouvrement de même type de l’espace W. Un recou-
vrement assez simple de l’immeuble (ou plutôt de sa subdivision barycentrique)
est constitué des résidus des sommets. En remontant via l’application p ce der-
nier recouvrement à W, on obtient un recouvrement, (Ws)s∈B(G), G0-équivariante
propre localement fini et compact dont le nerf s’identifie de façon G0-équivariante
à l’immeuble B(G). Afin de décrypter la cohomologie à support compact de l’es-
pace W, nous avons eu besoin d’utiliser les suites spectrales des recouvrements
dans le cas simplicial. On s’appuit sur le résultat classique ci-dessous dont la dé-
monstration n’est qu’une simple adaptation du cas de la cohomologie singulière des
CW-complexes, voir [2] page 166.

Théorème A. — Soit G un groupe localement profini, X un G-complexe sim-
plicial propre muni d’un recouvrement G-équivariant (Xi)i∈I localement fini et
propre. Alors il existe une suite spectrale Er dans la catégorie des G-modules lisses
dont le deuxième terme est donné par E2

p,q = Hp
c(K,Hq) tel que

E2
p,q ⇒

p
Hp+q
c (X,C)

où K est le nerf du recouvrement (Xi)i∈I et pour tout entier naturel q, Hq est le
système de coefficients G-équivariant sur K défini par Hq = (Hqσ, vστ )σ⊂τ où :

(a) Pour tout simplexe σ de K, Hqσ = Hq
c(Xσ,C), où Xσ =

⋂
i∈σ Xi.

(b) Pour tous simplexes σ et τ de K, tel que σ ⊂ τ ,
vστ : Hq

c(Xσ,C) −→ Hq
c(Xτ ,C)

est le morphisme induit en cohomologie par l’inclusion de Xτ dans Xσ.

Le recouvrement (Ws)s∈B(G) qu’on a construit pour l’espace W vérifie toutes
les hypothèses du théorème ci-dessus. Comme conséquence, on obtient l’existence
d’une suite spectrale Er dans la catégorie des G0-modules lisses dont le deuxième
terme est donné par E2

p,q = Hp
c(B(G),Hq), où Hq est le système de coefficients

G0-équivariant sur l’immeuble B(G) correspondant, tel que Er converge vers la
cohomologie de W. La suite spectrale ainsi obtenue est très particulière, elle est
du premier cadrant et à partir de son deuxième terme tous les termes Erp,q tels
que p + q > n sont nuls. Une telle suite spectrale est dite n-triangulaire et nous
montrons que sous cette hypothèse elle converge vers sa n-ième page. On obtient
alors l’isomorphisme de G0-modules lisses suivant :

Gr(Hm
c (W,C)) '

⊕
p+q=m

Enp,q

où Gr(Hm
c (W,C)) est le gradué de Hm

c (W,C) relativement à une certaine filtration
décroissante. La compréhension des G0-modules lisses Enp,q nous paraît pour le
moment compliquée. Néanmoins, nous avons donné une description des termes Enp,q
intervenant dans la cohomologie en dimension supérieure. Nous croyons que ça
serait inintéressant d’étudier les termes Enp,q pour p+ q < n car d’après des calculs
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faits pour n = 3, on s’attendait à ce que les représentations lisses de G les plus
intéressantes apparaissent dans la cohomologie de W̃ en dimension supérieure. Plus
précisément, nous avons obtenu le résultat suivant :

Proposition. — Dans l’isomorphisme

Gr(Hn−1
c (W,C)) '

⊕
p+q=n−1

Enp,q

on a les identifications suivantes :
(a) Le G0-module lisse En0,n−1 s’identifie à la somme directe⊕

s∈C
c-indG0

Ps Hn−1(Ws,C)

où C est une chambre de B(G).
(b) Le G0-module lisse En1,n−2 s’identifie à H1

c(B(G),Hn−2).
(c) Pour 0 6 p, q 6 n − 1, avec p + q = n − 1 et 0 6 q 6 n − 3, le G0-module

lisse Enp,q s’identifie à un quotient de Hp
c(B(G),Hq).

Dans l’isomorphisme ci-dessus, les représentations qui nous ont intéressé sont pré-
cisément les induites compactes c-indG0

Ps Hn−1(Ws,C). En effet, pour tout sommet s
de l’immeuble B(G), le radical pro-unipotent Us agit trivialement sur le complexe
Ws. Par passage donc au quotient et en identifiant Ps/Us au groupe G = GLn(kF),
où kF est le corps résiduel de F, déterminer la structure de Ps-module lisse de
Hn−1(Ws,C) revient à déterminer sa structure de G-module. De plus, nous avons
compris la géométrie des espaces Ws. En effet, nous avons montré que pour tout
sommet s deB(G), le complexeWs s’identifie de façon Ps-équivariante au complexe
de classesW(G) de G relativement aux sous-groupes T.Uσ, lorsque σ parcourt l’en-
semble des simplexes d’un cône de l’appartement standard de l’immeuble de Tits
de G, où T désigne le tore diagonal de G et Uσ le radical unipotent du sous-groupe
parabolique Pσ correspondant au simplexe σ. En particulier, les complexesWs sont
compacts et connexes, voir proposition (4.1.2) et corollaire (4.1.3). Par contre, la
topologie du complexe W(G) nous paraît pour le moment mystérieuse et il fau-
drait mieux la comprendre, ce que nous espérons faire dans un prochain travail.
En utilisant une technique due à Broussous dans [3] qui consiste à identifier la
contragrédiente du G-module Hn−1(W(G),C) à l’espace des formes harmoniques
surW(G), c’est-à-dire l’espace des fonctions complexes sur l’ensemble des chambres
de W(G) vérifiant une certaine condition de harmonicité. Nous sommes parvenus
à identifier un morceau de la cohomologie de W(G) en dimension supérieure. Plus
précisément, nous avons obtenu le résultat suivant, où l’on note pour tout G-module
V, Vcusp sa partie cuspidale :

Théorème B. — Hn−1(W(G),C)cusp ' (IndG
T1T)cusp.

La restriction des représentations cuspidales irréductibles de caractère central
trivial de G au sous-groupe mirabolique M (auquel on adjoint le centre Z) est
connue, elle est donnée par le modèle de Kirilov. Par la formule de Mackey, nous
obtenons donc immédiatement la restriction d’une telle cuspidale au groupe T.
Comme conséquence, nous montrons le résultat suivant :
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Théorème C. — Toute représentation cuspidale irréductible de caractère cen-
tral trivial de G se plonge dans Hn−1(W(G),C).

Nous avons calculé la multiplicité d’une représentation cuspidale irréductible
de caractère central trivial de G dans Hn−1(W(G),C). Plus précisément, toutes
les cuspidales irréductibles de caractère central trivial apparaissent avec la même
multiplicité et si π on est une, la dimension de l’espace des entrelacements de π
dans Hn−1(W(G),C) est donnée par

1
(q − 1)n−1 (qn−1 − 1)(qn−1 − q) · · · (qn−1 − qn−2),

où q est le cardinal du corps résiduel kF, voir proposition (5.1.2). Notons qu’en
particulier, pour n = 2, les cuspidales irréductibles de caractère central trivial
apparaissent dans H1(W(G),C) avec une multiplicité 1.

En s’appuyant sur tous les résultats obtenus précédemment et en utilisant la
construction des représentation cuspidales de niveau zéro de G donnée dans [7],
nous obtenons le résulat central de notre article :

Théorème D. — Toute représentation cuspidale irréductible de niveau zéro de
G, de caractère central trivial sur OF

×, est isomorphe à un sous-quotient irréduc-
tible de l’espace de cohomologie

Hn−1
c (W̃,C).

1. Notations

Nous fixons pour tout l’article un corps localement compact, non discret et non
archimédien F. Pour un tel corps, on note

• OF son anneau d’entiers,
• PF l’idéal maximal de OF,
• kF le corps résiduel de F,
• q le cardinal de kF.
• $F une uniformisante fixée de F,
• VF la valuation normalisée de F.

1.1. On fixe un entier n > 1. On note G le groupe linéaire général GLn(F) et
B(G) son immeuble de Bruhat-Tits. On rappelle que l’immeuble de Bruhat-Tits
de G est le complexe simplicial G-équivariant dont les sommets sont les classes
d’homothéties de réseaux dans Fn et dont les simplexes sont les ensembles finis
(s0, ..., sp) de sommets tels que les (si)06i6p possèdent des représentants (Λi)06i6p
tels que

$FΛ0  Λp  ...  Λ1  Λ0.

Soit S un tore maximal déployé dans G. L’appartement associé à S, qu’on note
AS est le sous-complexe simplicial de l’immeuble B(G) dont les sommets sont les
points fixes de S(F)1 =

⋂
χ∈X∗(S) ker(χ). Si S est le tore diagonal de G, on note A

l’appartement associé et on l’appelle l’appartement standard. L’ensemble des tores
maximaux déployés dans G est en bijection avec l’ensemble des n-uplets de droites
(D1, ..., Dn) dans Fn, qu’on appelle les croix, tels que Fn = D1 ⊕D2 ⊕ ...⊕Dn. A
une croix (D1, ..., Dn) est associé le tore S agissant diagonalement relativement à la
décomposition en sommes de droites de Fn. L’ensemble des appartements est donc
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en bijection avec l’ensemble des croix de Fn. Si (D1, ..., Dn) est une croix de Fn et
(v1, ...., vn) une base adaptée, l’appartement corresspondant est le sous-complexe
dont les sommets sont

{[$a1
F v1 + ...+$an

F vn]/ (a1, ..., an) ∈ Zn}

où pour tout réseau Λ, [Λ] désigne sa classe d’homothétie. Pour tout simplexe σ de
B(G), on note Pσ le sous-groupe parahorique correspondant à σ et Uσ son radical
pro-unipotent. Soit G0 le sous-groupe ouvert de G donné par

G0 = {g ∈ G/ det(g) ∈ O∗F}

On rappelle que si σ est un simplexe de B(G), Pσ est le stabilisateur point par
point de σ dans G0.

1.2. Pour n > 1, soit G le groupe linéaire GLn(kF) et T(G) son immeuble de
Tits. On rappelle que T(G) est le complexe simplicial dont l’ensemble ordonné des
simplexes est l’ensemble ordonné par inclusion inversée des sous-groupes parabo-
liques propres de G. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur à [14] §(5.2).
Soit S un tore maximal déployé dans G. L’appartement associé à S, qu’on note
AS est le sous-complexe simplicial de l’immeuble T(G) dont les sommets sont les
sous-groupes paraboliques qui contiennent S. On note T le tore diagonal de G et A
l’appartement associé et on l’appelle l’appartement standard de T(G).

1.3. Pour tout complexe simplicial (ou tout simplement complexe) X, on note ΣX
l’ensemble ordonné par inclusion des simplexes de X et pour tout entier p, Xp l’en-
semble des p-simplexes de X. Dans la suite de tout l’article on ne considére que des
complexes simpliciaux localement finis et de dimension finie. Si X est un complexe,
sa réalisation géométrique |X| (ou polytope correspondant) est l’espace topologique
obtenu en identifiant chaque p-simplexe de X avec le p-simplexe standard de Rp+1

(ie. l’enveloppe convexe des vecteurs de la base canonique) et en recollant les sim-
plexes suivant leurs faces. Pour plus de précisions on renvoie à [12] page 108.

Si (X,6) est un ensemble partiellement ordonné (en abrégé. epo), le complexe des
drapeaux de X, qu’on note Flag(X), est le complexe simplicial d’ensemble de som-
mets X et dont les simplexes sont les chaînes de X, c’est-à-dire les sous-ensembles
finis totalement ordonné.

1.4. Soit G un groupe topologique localement profini. Par représentation lisse de
G on entend un couple (π,V) formé d’un C-espace vectoriel V et d’un homomor-
phisme de groupes π de G dans AutC(V) tel que le stabilisateur dans G de tout
vecteur de V soit ouvert. Dans cet article, toutes les représentations sont supposées
lisses.

Si (π,V) est une représentation lisse de G, sa contragrédiente π∨ est la repré-
sentation naturelle de G dans le sous-espace V∨ du dual V∗ de V formé des formes
linéaires sur V dont le stabilisateur dans G est ouvert.

Soient H un sous-groupe fermé de G et (σ,V) une représentation lisse de H. On
note c-indG

H(σ) l’induite compacte de σ à G, constituée des fonctions f de G dans
V localement constante à support compact modulo G telles que f(hg) = σ(h)f(g)
pour h ∈ H, g ∈ G.
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2. Construction de l’espace W̃

2.1. Complexes de classes. Dans tout ce paragraphe, on fixe un groupe locale-
ment profini G. Si (I,6) est un ensemble partiellement ordoné, une famille ordonnée
propre de sous-groupes de G est une famille (Gi)i∈I de sous-groupes ouverts com-
pacts indexés par I telle que pour tout i, j ∈ I, i 6 j implique que Gi est inclus
dans Gj . Soit F = (Gi)i∈I une telle famille. On considère l’ensemble ordonné par
inclusion des classes à gauche gGi, lorsque g parcourt G et i parcourt I :

gGi 6 hGj ⇐⇒ gGi ⊂ hGj

Définition 2.1. — Le complexe de classes de G relativement à la famille F
est le complexe simplicial défini par,

W(G,Gi, i ∈ I) = Flag{gGi, g ∈ G, i ∈ I}

Le complexe de classe ainsi défini sera noté parfois par W(G,F). Les sommets
de W(G,F) sont les classes à gauche gGi, lorsque g parcourt G et i parcourt
l’ensemble I, et les simplexes sont de la forme σ = {g0Gi0 < g1Gi1 < ... < gpGip}.
Remarquons qu’un simplexe comme ci-dessus se met sous la forme {gGi0 < gGi1 <
... < gGip}, où g est dans G et {i0 < i1 < ... < ip} un simplexe de Flag(I). Notons
que si le complexe Flag(I) est dimension finie, le complexe de classesW(G,F) l’est
aussi et admet même dimension que Flag(I). En effet, un simplexe de dimension
maximale de W(G,F) est un simplexe σ = {gGi0 < gGi1 < ... < gGip}, avec
g ∈ G et {i0 < i1 < ... < ip} un simplexe de dimension maximale de Flag(I).

Proposition 2.2. — Si le complexe simplicial Flag(I) est localement fini, alors
le complexe simplicial W(G,F) est localement fini. En particulier, sa réalisation
géométrique est localement compacte.

Démonstration. — Supposons que le complexe Flag(I) est localement fini. Pour
tout sommet i de Flag(I), l’ensemble Ai des simplexes de Flag(I) qui contiennent
i est donc fini. Un simplexe de W(G,F) qui contient le sommet s = Gi est de la
forme σ = {gGi0 < ... < gGip} avec i ∈ {i0 < ... < ip} et g ∈ Gi. Pour tout
simplexe α = {i0 < ... < ip} contenant i de Flag(I) et pour tout g ∈ Gi, on note
σα,g le simplexe de W(G,F) donné par σα,g = {gGi0 < ... < gGip}. L’ensemble
As des simplexes de W(G,F) qui contiennent s est constitué des simplexes σα,g,
pour α ∈ Ai et g ∈ Gi. Pour tout simplexe α = {i0 < ... < ip} ∈ Ai, on note As,α

l’ensemble des simplexes deW(G,F) de la forme σα,g, pour g ∈ Gi. Il est clair que
As = tα∈AiAs,α, de plus la réunion est disjointe et finie puisque Ai est fini. On
remarque que σα,g = σα,h si et seulement si h−1g ∈ Gi0 , ainsi Aα,g est en bijection
avec l’ensemble quotient Gi/Gi0 qui est fini, puisque c’est le quotient d’un groupe
compact par un sous-groupe ouvert. On en déduit que les ensembles de simplexes
Aα,g sont finis. �

Le groupe G agit par automorphismes simpliciaux sur son complexe de classes
W(G,F), l’action sur les sommets est donnée par g.xGi = gxGi. Le stabilisateur
d’un sommet s = xGi est le sous-groupe ouvert compact xGix

−1. Ainsi, le G-
complexe simplicial W(G,F) est propre.

Définition 2.3. — ([6], page 116) Soit G un groupe et X un G-complexe sim-
plicial. On dit que X est G-régulier (ou tout simplement régulier) si pour tout
sous-groupe H de G, pour tous éléments g0, ..., gp de H, et pour tout sommets
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s0, ...., sp de X, si s0, ...., sp et g0s0, ...., gpsp engendrent deux simplexes de X, alors
il existe g ∈ H tel que gsi = gisi, pour tout i ∈ {0, ..., p}.

Proposition 2.4. — Le G-complexe simplicial W(G,F) est régulier.

Démonstration. — Soit H un sous-groupe de G, g0, ...., gp des éléments de H
et s0, ..., sp des sommets de W(G,F), avec si = xiGki . Supposons que s0, ..., sp et
g0s0, ..., gpsp engendrent deux simplexes. Quitte à réindexer les sommets si, on peut
supposer que si = xiGki avec x0Gk0 < ... < xpGkp . Si on note σ = {s0, ..., sp} et
τ = {g0s0, ..., gpsp} alors

σ = {x0Gk0 < ... < g0Gkp} et τ = {g0x0Gk0 < ... < g0x0Gkp}.

Par suite on a si = g0x
−1
0 g−1

0 xi.si pour tout i. D’où W(G,F) est régulier. �

Définition 2.5. — On appelle appartement standard de W(G,F), qu’on note
AW s’il n’y a pas de confusion à craindre, le sous-complexe de W(G,F) formé par
les simplexes de la forme σ = {Gi0 < .... < Gip}. On appelle appartement de
W(G,F) tout translaté g.AW , pour g ∈ G.

Notons que si le complexe Flag(I) est connexe, alors chaque appartement de
W(G,F) l’est aussi. En effet Flag(I) se projette de façon simpliciale sur tout appar-
tement de W(G,F) via l’application p : Flag(I) −→ g.AW définie sur les sommets
par p(i) = gGi pour tout sommet i de I. Notons G0 le sous-groupe de G engendré
par les sous-groupes Gi, pour i ∈ I.

Proposition 2.6. — Supposons que le complexe Flag(I) est connexe. Alors le
complexe W(G,F) est connexe si et seulement si le groupe G est engendré par les
sous-groupes Gi, pour i ∈ I.

Démonstration. — Supposons que G est engendré par les sous-groupes Gi pour
i ∈ I. Notons ` la fonction longueur de G par rapport à la partie génératrice ∪i∈IGi.
C’est la fonction de G dans N définie par `(g) = min{r ∈ N, g = g1g2...gr , gk ∈
∪i∈IGi} pour tout g ∈ G. Montrons par récurrence sur r ∈ N que deux sommets
s = Gi et t = hGj , tels que `(h) = r, sont reliés par un chemin dans W(G,F).
Rappelons qu’un chemin deW(G,F) est une suite (s0, ..., sk) de sommets telle que
deux sommets consécutifs forment une arête. Pour r = 0, la propriété est vraie
puisque dans ce cas h = 1 et donc s et t sont deux sommets de l’appartement
standard AW qui est connexe puisque par hypothèse Flag(I) l’est aussi. Soit r > 1.
Supposons la propriété vraie à l’ordre r. Soit s = Gi et t = hGj deux sommets
de W(G,F), tel que `(h) = r + 1. Soit h = hi1 ....hir+1 une écriture réduite de h,
où chaque élément hik ∈ Gik pour tout k = 1, ..., r + 1. Posons x = hi2 ....hir+1 et
y = hi1 . Par hypothèse de récurrence, Gi1 et xGj sont reliés par un chemin dans
W(G,F). En translatant par l’élément y, les sommets yGi1 = Gi1 et yxGj = hGj

sont reliés par un chemin. Or les deux sommets Gi et Gi1 sont reliés par un chemin
dans W(G,F) puisque ce sont deux sommets de l’appartement standard AW . Par
suite, les deux sommets s et t sont reliés par un chemin dans W(G,F). D’où
W(G,F) est connexe. Réciproquement, supposons que W(G,F) est connexe et
montrons que G est engendré par les sous-groupes Gi, pour i ∈ I. Par hypothèse,
pour tout h dans G et pour tout i dans I, les sommets s = Gi et t = hGi sont
reliés par un chemin c = (c0, ..., cm) dansW(G,F). Montrons par récurrence sur m
que h ∈ G0. Pour m = 0, c’est clairement vrai. Supposons que le résultat est vrai à
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l’ordre m. Soit c = (c0, ..., cm+1) un chemin de W(G,F) d’origine s et d’extrémité
t, où cj = hijGij pour tout j = 0, ...,m+ 1. Par hypothèse de récurrence, l’élément
him appartient à G0, or cm = himGim est relié par une arête à t = hGi. On
distingue deux cas : soit himGim est inclus dans hGi et donc h ∈ G0 puisque
him ∈ G0 et Gim ,Gi sont inclus dans G0, soit hGi est inclus dans himGim et donc
de même h ∈ G0. On en déduit que G est inclus dans G0 et donc G est engendré
par les sous-groupes Gi. �

Corollaire 2.7. — Supposons que le complexe Flag(I) est connexe. Alors l’en-
semble des composantes connexes de W(G,F) s’identifie de façon G-équivariante
à G/G0, c’est-à-dire

π0(W(G,F)) ' G/G0

Démonstration. — Notons W le complexe W(G,F) et W0 son sous-complexe
W(G0,F). D’après la proposition précédente, le complexe W0 est connexe. Soit S
un système de représentants dans G de G/G0. Pour tout g ∈ S, le translaté g.W0

est un sous-complexe connexe de W et on a clairement

W =
⋃
g∈S

g.W0.

Cette dernière réunion est disjointe. En effet, si pour deux éléments g1 et g2 de S,
les complexes g1.W0 et g2.W0 s’intersectent, alors quitte à choisir un sommet s dans
g1.W0 ∩ g2.W0 on a : s = g1xGi = g2yGi, avec x et y dans G0. Ceci implique que
g1G0 = g2G0 et donc g1 = g2. Par conséquent, les sous-complexes connexes g.W0,
pour g ∈ S, sont deux à deux disjoints. Ce sont donc les composantes connexes de
W. �

2.2. Construction de l’espace W̃. Dans la suite de tout l’article, on fixe les
notations suivantes :

• T0 le groupe des matrices diagonales à coefficients dans O×F .
• N = NG(T) le normalisateur dans G du tore T et N0 = N ∩G0.
• T1 = T ∩G0 et T le groupe quotient T1/T0 qui s’identifie à Zn−1.
• W = N/T le groupe de Weyl sphérique de G.
• C(A) le cône de base l’appartement A qu’on identifie au complexe simpli-
cial dont l’ensemble ordonné des simplexes est l’ensemble des sous-groupes
paraboliques (propres ou non) de G contenant le tore T.

Définition 2.8. —
(i) Le complexeW(G) est le complexe de classes de G relativement à la famille

ordonnée propre de sous-groupes U = (T0Uσ)σ∈∑
A
,

W(G) =W(G,T0Uσ, σ ∈ ΣA)
(ii) Le complexe W(G0) est le complexe de classes de G0 relativement à la

famille ordonnée propre de sous-groupes U0 = (T0Uσ)σ∈∑
A
,

W(G0) =W(G0,T0Uσ, σ ∈ ΣA)
(iii) Le complexeW(G) est le complexe de classes de G relativement à la famille

ordonnée de sous-groupes (T.Uσ)σ∈ΣC(A)
,

W(G) =W(G,T.Uσ, σ ∈ ΣC(A))
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Le complexe W(G0) est un sous-complexe de W(G). Ces deux complexes sont
de dimension n−1 et d’après la proposition (2.1.2), ils sont localement finis et donc
leurs réalisations géométriques sont localement compactes.

Proposition 2.9. — Le complexe simplicialW(G0) est connexe. En particulier,
sa réalisation géométrique est connexe.

Démonstration. — D’après la proposition (2.1.7), il suffit de montrer que le
groupe G0 est engendré par les sous-groupes T0Uσ, lorsque σ décrit l’ensemble des
simplexes de l’appartement A. Si on note G̃ le sous-groupe de G engendré par les
sous-groupes T0Uσ, pour σ dans ΣA, il est clair que G̃ est contenu dans G0 puisque
les sous-groupes T0Uσ sont tous contenus dans G0. D’après la décomposition de
Cartan de G, on a G = KAK, où K est le groupe GLn(OF) et A est l’ensemble
des matrices diagonales de la forme diag($k1

F , ..., $kn
F ), où les ki sont des entiers

tel que k1 6 k2 6 ... 6 kn. Par conséquent, on a la décomposition G0 = KA0K,
où A0 est le sous-ensemble de A formé par les matrices diag($k1

F , ..., $kn
F ) tel que

k1 + ...+kn = 0. Donc, pour montrer que G0 est contenu dans G̃ il suffit de montrer
que K et A0 le sont. D’abord K est contenu dans G̃ puisqu’on vérifie facilement
que que pour tout sommet s de l’appartement A, le sous-groupe parahorique Ps
est contenu dans G̃ (car il est engendré par les sous-groupes T0Uσ lorsque σ décrit
l’ensemble des simplexes de A qui contiennent s). Pour montrer que A0 est contenu
dans G̃ il suffit de vérifier que G̃ contient le groupe des matrices diagonales de dé-
terminant 1. Par une simple récurrence sur n, on vérifie que ce dernier groupe est
engendré par les matrices diagonales de la formes diag(1, ..., 1, λ−1, λ, 1..., 1), avec
λ ∈ F×. Une telle matrice appartient à G̃, car elle est de la forme txt−1x−1, où x
est la matrice de la transposition (i, i + 1), t = diag(1, ...1, λ, 1, ...1), et que txt−1

est dans tKt−1. �

Corollaire 2.10. — Le complexe simplicial W(G) est non connexe et on a
π0(W(G)) ' Z

Démonstration. — D’après la proposition précédente, le sous-groupe de G en-
gendré par les sous-groupes T0Uσ, lorsque σ décrit l’ensemble des simplexes de A,
est G0. Donc d’après le corollaire (2.1.8), l’ensemble des composantes connexes de
W(G) s’identifie à G/G0 qui s’identifie à Z. �

Le groupe G agit sur le complexe W(G) par automorphismes simpliciaux,
l’action sur les sommets est donnée par, g.xT0Uσ = gxT0Uσ. Pour cette action,
le sous-complexe W(G0) est G0-invariant. Le groupe N agit aussi sur le complexe
W(G), l’action sur les sommets est donnée par, n.xT0Uσ = xT0Uσn

−1. Cette action
est bien définie car comme le groupe N normalise la famille de groupes (T0Uσ)σ∈∑

A

alors, n.xT0Uσ = xT0Uσn
−1 = xn−1T0Un.σ. Dans toute la suite de l’article, on ne

s’intéressera qu’à la restriction de l’action de N au groupe T1 :
T1 ×W(G) −→W(G), (t, xT0Uσ) 7−→ xt−1T0Ut.σ

La restriction de cette action à T0 est triviale. Par conséquent, l’action de T1

sur W(G) passe au quotient et induit une action simpliciale du groupe quotient
T1/T0, qu’on note T.

Définition 2.11. —
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(i) Le complexe W̃ est le complexe simplicial quotient W(G)/T.
(ii) Le complexe W est le complexe simplicial quotient W(G0)/T.

Proposition 2.12. —
(i) Le complexe simplicial W est connexe. En particulier, sa réalisation géo-

métrique est connexe.
(ii) Le complexe simplicial W̃ n’est pas connexe et on a π0(W̃) ' Z. De plus,

les composantes connexes de W̃ sont les translatés g.W, lorsque g parcourt
l’ensemble G/G0.

Démonstration. — Le premier point résulte du fait que W est l’image par la
surjection canonique du complexe W(G0) qui est connexe d’après la proposition
(3.2.2). Pour le deuxième point, il est clair que le complexe W̃ est recouvert par
les sous-complexes g.W, pour g dans G/G0. Soient g et h deux éléments de G.
Supposons que les sous-complexes g.W et h.W s’intersectent. Il existe alors un
sommet xT0Uσ deW(G) tel que sa classe modulo T est dans g.W∩h.W, c’est-à-dire
tel que 〈gxT0Uσ〉 = 〈hxT0Uσ〉. Il existe donc t ∈ T1 tel que gxT0Uσ = hxt−1T0Uσ,
ce qui donne tx−1h−1gx ∈ T0Uσ. Comme t et x sont dans G0 et que T0Uσ est
contenu dans G0, alors h−1g est dans G0. Par suite g.W = h.W. On en déduit
que les g.W, pour g dans G/G0, forment un recouvrement disjoint par des sous-
complexes connexes. Ce sont donc les composantes connexes de W̃. �

3. Cohomologie à support compact

3.1. Cohomologie simpliciale à support compact. Si X est un complexe sim-
plicial, pour tout entier p, on note Xp l’ensemble des p-simplexes de X. Un p-
simplexe ordonné de X est une suite (s0, ..., sp) de sommets telle que {s0, ..., sp}
est un p-simplexe de X. On dit que deux simplexes ordonnés sont équivalents si
les simplexes correspondants sont les mêmes et si les indexations diffèrent d’une
permutation paire. On notera [s0, ..., sp] la classe de (s0, ..., sp). On note X(p) l’en-
semble des p-simplexes orientés de X. L’espace des p-cochaînes orientées de X est
l’espace des fonctions f : X(p) −→ C vérifiant :

(a) la fonction f est à support fini.
(b) f([sσ(0), ..., sσ(p)]) = ε(σ)f([s0, ..., sp]) pour toute permutation σ de {0, ..., p},

où ε désigne la signature d’une permutation.
On notera Corc (X(p),C) l’espace des p-cochaînes orientées de X et on définit un

opérateur cobord dp : Corc (X(p),C) −→ Corc (X(p+1),C) par,

dp(f)([s0, ..., sp+1]) =
p+1∑
i=0

(−1)if([s0, ..., ŝi, ..., sp+1]).

On obtient ainsi un complexe de cochaînes Corc (X,C) = (Corc (X(p),C), d), et on défi-
nit alors Hp

c(X,C) = Hp(Corc (X,C)), et on l’appelle le p-ième espace de cohomologie
à support compact de X.

Soit G est un groupe localement profini et X un G-complexe simplicial propre.
Le groupe G agit de façon linéaire sur les espaces des cochaînes orientées de X par

g.f([s0, ..., sp]) = f([g−1.s0, ..., g
−1.sp]).
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L’action linéaire de G sur l’espace Corc (X(p),C) est lisse et définit donc une repré-
sentation lisse de G dans Corc (X(p),C). Les opérateurs cobords sont des morphismes
de G-modules, de sorte que les espaces de cohomologie Hp

c(X,C) sont munis d’une
représentation lisse de G.

Théorème 3.1. — ([5], théorème 3) Soit G le groupe des points rationnels d’un
groupe réductif défini sur F et B(G) son immeuble de Bruhat-Tits. Alors on a des
isomorphismes de G-modules lisses,

Hp
c(B(G),C) =

{
0 si p 6= rgss(G)
StG si p = rgss(G)

où StG (resp. rgss(G)) est la représentation de Steinberg (resp. le rang semi-simple)
de G.

3.2. Formes harmoniques. Soit G un groupe localement profini et X un G-
complexe simplicial, propre et étiqueté. On fixe un étiquetage e : X0 −→ ∆n une
fois pour toute, où n est la dimension de X, et on suppose que l’action du groupe
G préserve l’étiquetage.

Définition 3.2. — Une forme harmonique sur X est une fonction f : Xn −→ C
vérifiant, ∑

C∈Xn

[C : σ]f(C) = 0

pour tout simplexe σ ∈ Xn−1. On note H(X,C) l’espace des formes harmoniques
sur X.

Le groupe G agit de façon linéaire sur l’espace H(X,C) des formes harmoniques,
l’action étant donnée par g.f(C) = f(g−1.C), pour tout g ∈ G et pour tout C ∈ Xn.
La partie lisse du G-module H(X,C) sera notée H∞(X,C), et on l’appelle l’espace
des formes harmoniques lisses de X sous l’action de G.

Pour tout entier p, l’espace des p-cochaînes de X, qu’on note Cpc(X,C), est l’es-
pace des fonctions à support fini de Xp à valeurs dans C. On définit un nombre
d’incidence [σ : τ ] entre un p-simplexe τ = {s0, ..., sp} et un (p + 1)-simplexe
σ = {t0, ..., tp+1}, tels que τ ⊂ σ, de la façon suivante :

[σ : τ ] = (−1)i si {e(t0), ..., e(tp+1)}\{e(s0), ..., e(sp)} = {i}.
On définit un opérateur cobord δp : Cpc(X,C) −→ Cp+1

c (X,C) par,

δp(f)(σ) =
∑
τ∈Xp

[σ : τ ]f(τ).

Le groupe G agit de façon linéaire sur les espaces des cochaînes de X, l’action
étant donnée par g.f(σ) = f(g−1.σ), pour tout g ∈ G, pour tout f ∈ Cpc(X,C)
et pour tout σ ∈ Xp. L’action linéaire de G sur l’espace Cpc(X,C) est lisse et dé-
finit donc une représentation lisse de G dans Cpc(X,C). Comme l’étiquatage e de
X permet de fixer une orientation des simplexes, on remarque que le complexe de
cochaînes (Cpc(X,C), δp)p∈Z que l’on a construit est isomorphe (en tant que com-
plexe de C-espaces) au complexe des cochaînes orientées construit dans la section
précédente. Mais comme le groupe G agit sur X en préservant l’étiquatage, alors les
deux complexes sont isomorphes en tant que G-modules lisses. Par conséquent, les
complexes des cochaînes (Cpc(X,C), δp)p∈Z et (Corc (X(p),C), dp)p∈Z admettent des
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espaces de cohomologies isomorphes en tant que G-modules lisses. Pour tout entier
p, on dispose d’un crochet de dualité :

〈., .〉 : Cp(X,C)× Cpc(X,C) −→ C,
où Cp(X,C) est l’espace des cochaînes à support quelconque de X (ie. l’espace de
toutes les fonctions de Xp à valeurs dans C). Le crochet est défini par,

〈f, g〉 =
∑
x∈Xp

f(x)g(x).

Via ce crochet, on peut identifier le dual algèbrique Cpc(X,C)∗ de Cpc(X,C) à
Cp(X,C). Un calcul simple donne :

〈f, δp(g)〉 = 〈δ∗p(f), g〉, f ∈ Cp(X,C), g ∈ Cpc(X,C), (3.2.1)

où δ∗p : Cp+1(X,C) −→ Cp(X,C) est l’application linéaire définie par,

δ∗p(f)(τ) =
∑

σ∈Xp+1

[σ : τ ]f(σ), σ ∈ Xp+1.

Via l’identification de l’espace Cpc(X,C)∗ à Cp(X,C), pour tout entier p, l’appli-
cation linéaire δ∗p correspond à l’application transposée de l’application cobord δp.
Comme G-module, l’espace Hn

c (X,C) est défini comme étant le G-module quotient
Cnc (X)/δCn−1

c (X), où δ est l’application cobord δn−1. En désignant par V∗ le dual
algèbrique d’un C-espace vectoriel V, alors on a

Hn
c (X,C)∗ = {ω ∈ Cnc (X)∗; ω|δCnc (X) = 0}.

En identifiant Cnc (X)∗ à Cn(X) alors, pour ω ∈ Cn(X), la condition ω|δCnc (X) = 0
est équivalente à ce que 〈ω, δ(h)〉 = 0 pour tout h ∈ Cn−1

c (X). Par l’identité (3.2.1),
ceci est encore équivaut à dire que, pour tout h ∈ Cn−1

c (X), 〈δ∗(ω), h〉 = 0 (où
δ∗ = δ∗n−1) ce qui est enfin équivaut à ce que δ∗(ω) = 0, c’est-à-dire que ω est une
forme harmonique sur X. On a donc le résultat :

Théorème 3.3. — Le dual algébrique de Hn
c (X,C) s’identifie naturellement à

H(X,C). Via cette identification, la représentation contragrédiente de Hn
c (X,C)

s’identifie à H∞(X,C).

Remarque 3.4. — Dans le cas particulier où G est un groupe fini et X est un
G-complexe simplicial fini, le théorème précédent implique que la représentation
contragrédiente de Hn(X,C) s’identifie à l’espace des formes harmoniques H(X,C).

3.3. Cohomologie à support compact dans un système de coefficients.
Pour X un complexe simplicial, un système de coefficients sur X consiste en la
donnée d’un système F = (Fσ, rστ )σ⊂τ , où pour tout σ ∈ ΣX, Fσ est un espace
vectoriel complexe et pour tout σ, τ ∈ ΣX, tel que σ ⊂ τ , rστ : Fσ −→ Fτ est une
application linéaire, telle que :

(a) Pour tout σ ∈ ΣX, rσσ = Id.
(b) Pour tout σ, τ, ς ∈ ΣX, tel que σ ⊂ τ ⊂ ς, rτς ◦ rστ = rσς .
Soit G un groupe localement profini et X un G-complexe simplicial propre. On

dit que G agit sur un système de coefficients F = (Fσ, rστ )σ⊂τ de X si pour tout
g ∈ G et tout σ ∈ ΣX, il existe une application linéaire rgσ : Fσ −→ Fg.σ telle que :

(a) rhg.σ ◦ rgσ = rhgσ pour tout g, h ∈ G et σ ∈ ΣX.
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(b) r1
σ = idFσ pour tout σ ∈ ΣX.

(c) le diagramme

Fσ
rστ //

rgσ
��

Fτ

rgτ
��

Fg.σ
rg.σg.τ

// Fg.τ

commute pour tout σ ⊂ τ et pour tout g ∈ G. En particulier, le stabili-
sateur Gσ dans G du simplexe σ ∈ ΣX agit linéairement sur Fσ.

Définition 3.5. — ([13], page 106) Un système de coefficients G-équivariant
sur X est un système de coefficients F = (Fσ, rστ )σ⊂τ sur X muni d’une action de
G tel que pour tout simplexe σ de X, l’action du stabilisateur Gσ sur Fσ est lisse.

Soit X un complexe simplicial et F = (Fσ, rστ )σ⊂τ un système de coefficients
sur X. L’espace des p-cochaîne orientées de X à coefficients dans F est l’espace des
fonctions

f : X(p) −→
⊕
σ∈ΣX

Fσ

vérifiant :
(a) la fonction f est à support fini.
(b) Pour tout p-simplexe orienté x = [s0, ..., sp], f(x) ∈ Fσx , où σx est le p-

simplexe {s0, ..., sp}.
(c) f([sλ(0), ..., sλ(p)]) = ε(λ)f([s0, ..., sp]), pour tout [s0, ..., sp] ∈ X(p) et toute

permutation λ de l’ensemble {0, 1, ..., p}.
On note Corc (X(p),F) l’espace des p-cochaînes orientées de X à coefficients dans F
et on définit un opérateur cobord dp : Corc (X(p),F) −→ Corc (X(p+1),F) par

dp(f)([s0, ..., sp+1]) =
p+1∑
k=0

(−1)kr{s0,...,̂sk,...,sp+1}
{s0,...,sp+1} f([s0, ..., ŝk, ..., sp+1])

On obtient ainsi un complexe de cochaînes Corc (X,F) = (Corc (X(p),F), d) et on
définit alors Hp

c(X,F) = Hp(Corc (X,F)) et on l’appelle le p-ième espace de cohomo-
logie à support compact de X à coefficients dans F . Les espaces Corc (X(p),F) sont
équipés d’une action lisse de G via

g.f(x) = rgg−1.σx
(f([g−1.s0, ..., g

−1.sp]))

pour tout g ∈ G, pour tout f ∈ Corc (Xp,F), et pour tout x = [s0, ..., sp] ∈ X(p). Les
opérateurs cobords sont des morphismes de G-modules, de sorte que les espaces de
cohomologie Hp

c(X,F) sont munis d’une représentation lisse de G.

Proposition 3.6. — Soit X un G-complexe propre et F = (Fσ, rστ )σ⊂τ un
système de coefficients G-équivariant de X et p un entier compris entre 0 et la
dimension de X. Alors la représentation lisse de G dans l’espace Corc (X(p),F) des
p-cochaînes orientées de X à coefficients dans F est isomorphe à la somme directe⊕

σ∈Sp

c-indG
Gσ
Fσ,
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où Sp est un système de représentants de l’action de G sur l’ensemble des p-
simplexes de X et pour tout p-simplexe σ, Gσ est le stabilisateur global de σ dans
G. En particulier, si l’action de G sur l’ensemble des p-simplexes de X est transitive
alors

Corc (X(p),F) ' c-indG
Gσ
Fσ

Démonstration. — Pour tout entier p, l’espace Vp = Corc (X(p),F) des p-cochaînes
orientées de X à coefficients dans F se décompose en somme directe de sous-espaces
vectoriels,

Vp =
⊕
σ∈Xp

Vσ
p

où Vσ
p est le sous-espace de Corc (X(p),F) constitué des fonctions

f : X(p) −→
⊕
σ∈ΣX

Fσ

dont le support est égal à {x−σ , x+
σ }, où x−σ , x

+
σ sont les deux simplexes orientés

correspondants à σ. Comme le système de coefficients F est G-équivariant, alors le
groupe G permute les sous-espaces Vσ

p . De plus pour tout g ∈ G et tout simplexe
σ ∈ Xp, g.Vσ

p = Vg.σ
p . En effet, si f ∈ Vσ

p , alors le support de f est égal à {x−σ , x+
σ }.

Pour montrer que g.f ∈ Vg.σ
p , il suffit de montrer que Supp(g.f) = {g.x−σ , g.x+

σ }.
Soit x ∈ X(p). Si x 6∈ {g.x−σ , g.x+

σ } alors g−1.x 6∈ {x−σ , x+
σ } ce qui implique que

f(g−1.x) = 0 (f(g−1.x) ∈ Fg−1.σx). D’autre part rgg−1.σx
: Fg−1.σx −→ Fσx ,

donc g.f(x) = rgg−1.σx
(f(g−1.x)) = 0. D’où Supp(g.f) = {g.x−σ , g.x+

σ }, et par suite
g.Vσ

p = Vg.σ
p . Soit Sp un système de représentants de l’action de G sur l’ensemble

des p-simplexes de X. Pour σ ∈ Sp, le sous-espace⊕
τ∈G.σ

Vτ
p

est clairement G-invariant, c’est donc une sous-représentation de Vp. Le groupe G
permute transitivement les sous-espaces vectoriels Vτ

p de
⊕

τ∈H.σ Vτ
p , alors⊕

τ∈G.σ

Vτ
p ' c-indG

Gσ
Vτ
p

où Gτ est le stabilisateur global de τ dans G. D’autre part, chaque sous-espace Vσ
p

est isomorphe à Fσ, puisque l’application ψσ : Vσ
p −→ Fσ, f 7−→ f(x+

σ ) (pour un
choix quelconque de l’orientation) est clairement un isomorphisme. D’où le résultat.

�

4. Cohomologie de l’espace W̃

4.1. Combinatoire du complexe W̃. Dans ce paragraphe, on va étudier la com-
binatoire du complexe W̃ à travers sa fibration sur la subdivision barycentrique de
l’immeuble B(G). Le complexe W̃ étant non connexe, ses composantes connexes
sont les translatés g.W pour g dans G/G0. On se ramène donc à l’étude de la
combinatoire du sous-complexe G0-invariant W. Le complexe W se projette sur
la subdivision barycentrique de l’immeuble via l’application p : W −→ sd(B(G)),
définie sur les sommets par p(〈gT0Uσ〉) = gσ. L’application p est bien définie et elle
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est clairement simpliciale et G0-équivariante. Pour tout sommet s de l’immeuble
B(G), on définit un sous-complexe compact Rs de sd(B(G)) par

Rs = Flag(RB(G)(s)),

où RB(G)(s) = {σ ∈ ΣB(G)/ s ∈ σ} est le résidu du sommet s dans l’immeuble.
Remarquons que la famille (Rs)s∈B(G) forme un recouvrement G0-équivariant et
localement fini de la subdivision barycentrique de l’immeuble. Pour tout sommet
s de B(G), on note Ws le sous-complexe p−1(Rs) de W. Les sous-complexes Ws,
lorsque s parcourt l’ensemble des sommets de B(G), forment un recouvrement G0-
équivariant et localement fini de W. Soit s un sommet de l’immeuble B(G). Les
sommets du complexe Ws sont les sommets 〈gT0Uσ〉 de W tels que s ∈ gσ et les
simplexes sont de la forme {〈gT0Uσ0〉 < .... < 〈gT0Uσp〉} tel que s ∈ gσ0 ⊂ ... ⊂
gσp.

Proposition 4.1. — Pour tout sommet s de B(G), Ws est le sous-complexe
de W dont les simplexes sont de la forme {〈gT0Uσ0〉 < .... < 〈gT0Uσp〉} tel que
chaque sommet 〈gT0Uσi〉 admet un représentant hT0Uτi avec h ∈ Ps et s ∈ τi.

Démonstration. — Soit s un sommet de l’appartement A et {d0 < ... < dp} un
simplexe de Ws, avec di = 〈gT0Uσi〉, g ∈ G0 et s ∈ gσ0 ⊂ ... ⊂ gσp. Comme
s est un sommet du simplexe gσ0, alors g−1.s est un sommet du simplexe σ0 et
donc c’est un sommet de l’appartement A. Les sommets s et g−1.s sont donc deux
sommets de A de même type puisque G0 préserve l’étiquetage des sommets de
l’immeuble. Le groupe T1 agit transitivement sur les sommets de même type de
l’appartement A, il existe alors t ∈ T1 tel que tg−1.s = s. Posons h = gt−1 et pour
tout i ∈ {0, ..., p}, τi = t.σi. La classe hT0Uτi représente le sommet di puisque
〈hT0Uτi〉 = 〈gt−1T0Utσi〉 = 〈gT0Uσi〉. De plus, comme tg−1.s = s et t, g ∈ G0,
alors h ∈ Ps. Enfin, comme g−1.s est un sommet de σi, alors s = h−1s = tg−1s est
un sommet de t.σi = τi. �

D’après la proposition précédente, quitte à changer les représentants des sommets
d’un simplexe, on peut toujours supposer qu’un simplexe de Ws est de la forme

{〈gT0Uσ0〉 < .... < 〈gT0Uσp〉}

avec g ∈ Ps et s ∈ σ0 ⊂ ... ⊂ σp.

Proposition 4.2. — Pour tout sommet s de B(G), le groupe quotient Ps/Us

s’identifie à G. Via cette identification, le complexe Ws s’identifie de façon Ps-
équivariante au complexe W(G).

Démonstration. — Soit s un sommet de l’appartement A. Rappelons que le lien
du sommet s dans A, qu’on note lkA(s), est le sous-complexe simplicial de A formé
des simplexes σ qui ne contiennent pas s et tels que σ ∪ {s} est un simplexe.
L’ensemble des simplexes du lien lkA(s) de s dans l’appartement A s’identifie au
résidu RA(s) de s dans A. En effet, l’application ϕs : RA(s) −→ lkA(s), qui à
un simplexe σ associe le simplexe σ\{s}, est une bijection Ps-équivariante. Le lien
dans l’immeuble lkB(G)(s) d’un sommet s s’identifie à l’immeuble de Tits de G
( [8], proposition page 57). Notons ϕ : Ps −→ G le morphisme de réduction modulo
pF. On définit une application entre ensembles de sommets ψ : Ws −→ W(G) par
ψ(〈gT0Uσ〉) = ϕ(g)T.Uϕs(σ), pour tout sommet 〈gT0Uσ〉 de Ws, avec g ∈ Ps et
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s ∈ σ. L’application ψ est bien définie. En effet, soit α un sommet deWs, g1T0Uσ1 et
g2T0Uσ2 deux représentants de α tel que g1, g2 ∈ Ps et s ∈ σ1, σ2. Comme g1T0Uσ1

et g2T0Uσ2 représentent le même sommet, alors il existe t ∈ T1 tel que g2T0Uσ2 =
g1t
−1T0Ut.σ1 . Par suite, σ2 = t.σ1 et tg−1

1 g2 ∈ T0Uσ2 . Or T0Uσ2 ⊂ Ps et g1, g2 ∈
Ps, donc t ∈ Ps, et on vérifie facilement qu’un élément de T1 qui fixe un sommet
de l’appartement A est dans T0. Ainsi, t ∈ T0 et g2T0Uσ2 = g1T0Uσ1 . Par passage
à la réduction modulo PF, on a ϕ(g2)T.Uϕs(σ2) = ϕ(g1)T.Uϕs(σ1). Donc ψ est bien
définie, et de plus elle est clairement surjective. Vérifions qu’elle est injective. Soit
α1 et α2 deux sommets de Ws, g1T0Uσ1 et g2T0Uσ2 deux représentants de α1
et α2 respectivement, avec g1, g2 ∈ Ps et s ∈ σ1, σ2. On suppose que α1 et α2
ont même image par ψ, alors ϕ(g1)T.Uϕs(σ1) = ϕ(g2)T.Uϕs(σ2). Ceci implique que
ϕs(σ1) = ϕs(σ2), donc σ1 = σ2 puisque ϕs est bijective, et ϕ(g−1

1 g2) ∈ T.Uϕs(σ2).
Mais T.Uϕs(σ2) = ϕ(T0Uσ2), et comme ker(ϕ) = Us ⊂ Uσ2 , on a g−1

1 g2 ∈ T0Uσ2 .
D’où α1 = α2. Par suite, pour tout sommet s de l’appartementA, ψ :Ws −→W(G)
est un isomorphisme Ps-équivariant de complexes simpliciaux. Pour un sommet
quelconque s de l’immeuble B(G), comme G0 agit transitivement sur les sommets
de B(G) et comme g.Ws = Wg.s pour tout sommet s et tout g ∈ G0, le complexe
Ws est le translaté de Ws0 pour un certain sommet s0 de l’appartement A. Par
conséquent, Ws est isomorphe à W(G) et ceci de façon Ps-équivariante. �

Corollaire 4.3. — Pour tout sommet s de B(G), Ws est un sous-complexe
connexe et compact de W.

Démonstration. — D’après la proposition précédente, pour tout sommet de
B(G), le complexe Ws est isomorphe à W(G). Il suffit donc de montrer que ce
dernier complexe est connexe. Comme W(G) est le complexe des classes de G rela-
tivement à la famille ordonnée de sous-groupes (T.Uσ)σ∈C(A) indexées par le cône
C(A) qui est évidemment connexe. D’après la proposition (2.1.6) page 6, le com-
plexe W(G) est connexe si et seulement si G est engendré par les sous-groupes
T.Uσ, lorsque σ décrit l’ensemble des simplexes du cône C(A), ce qui est clairement
vrai. �

Soit K le nerf du recouvrement (Ws)s∈B(G) du complexe W. C’est le complexe
simplicial dont les sommets sont les sommets de l’immeuble B(G) et dont les sim-
plexes sont de la forme σ = {s0, ..., sp} tel que, Ws0 ∩Ws1 ∩ ... ∩Wsp 6= ∅.

Proposition 4.4. — Le nerf K s’identifie de façon G0-équivariante à B(G).
Démonstration. — Il suffit de montrer que, pour tous sommets s0, ..., sp, deux à

deux distincts, de l’immeuble B(G), l’intersection Ws0 ∩ Ws1 ∩ ... ∩ Wsp est non
vide si et seulement si s0, ..., sp sont les sommets d’un p-simplexe de B(G). Soient
donc s0, ..., sp des sommets de B(G). On suppose que Ws0 ∩ Ws1 ∩ ... ∩ Wsp 6= ∅
est non vide. Soit α un sommet dans cette intersection et gT0Uσ un représentant
de α. Les sommets s0, ..., sp appartiennent au simplexe gσ. Ils forment donc un
simplexe de B(G), et comme ils sont deux à deux distincts alors ils forment un
p-simplexe. Réciproquement, soit σ = {s0, ...., sp} un p-simplexe de B(G). Notons
α le sommet de W de représentant T0Uσ. Alors α est un sommet de l’intersection
Ws0 ∩Ws1 ∩ ... ∩Wsp puisque si ∈ σ pour tout i. �

Pour tout simplexe σ de l’immeuble B(G), on note Wσ =
⋂
s∈σWs. C’est le

sous-complexe simplicial de W dont les sommets sont les sommets 〈gT0Uτ 〉 de W
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tel que σ ⊂ gτ et les simplexes sont de la forme

{〈gT0Uτ0〉 < .... < 〈gT0Uτp〉},

tel que σ ⊂ gτ0 ⊂ ... ⊂ gτp.

Proposition 4.5. — Pour tout simplexe σ de B(G) de dimension p > 1, Wσ

est un sous-complexe compact, non connexe en général, de W. De plus,

dim(Wσ) = n− 1− p.

Démonstration. — Soit σ un simplexe de l’immeuble B(G) de dimension p > 1.
Le complexe Wσ est l’intersection des Ws, lorsque s parcourant l’ensemble des
sommets de σ. Comme chaque complexeWs est compact d’après le corollaire (4.1.3),
alors Wσ est compact. Montrons que Wσ est de dimension n− 1− p. Un simplexe
de dimension maximale de Wσ est de la forme,

{〈gT0Uτ0〉 < ... < 〈gT0Uτk〉}

avec σ 6 gτ0 < gτ1 < ... < gτk. Ceci implique que {gτ0 < gτ1 < ... < gτk}
est un drapeau maximal de simplexes de B(G) contenant σ. En particulier on a
n − 1 = dim(τk) = dim(σ) + k, par suite dim(Wσ) = k = n − 1 − p. Le complexe
Wσ n’est pas connexe en général. Par exemple si σ est une chambre, la dimension
de Wσ est égale à zéro. Si on suppose que Wσ est connexe, il sera constitué d’un
seul sommet, ce qui est clairement faux. �

4.2. Cohomologie de l’espace W̃. Le complexe simplicialW est un G0-complexe
propre, ses espaces de cohomologie à support compact sont alors équipés de repré-
sentations lisses de G0. Dans cette section, on se propose d’étudier la cohomologie de
cet espace comme G0-module lisse. D’après la section (4.1), la famille (Ws)s∈B(G)
est un recouvrement G0-équivariant propre et localement fini du complexe W. Le
nerf K de ce recouvrement s’identifie de façon G0-équivariante à l’immeuble B(G).
On définit un système de coefficients G0-équivariant Hq = (Hqσ, vστ )σ⊂τ sur le nerf
B(G) par :

(a) Pour tout simplexe σ de B(G), Hqσ = Hq(Wσ,C).
(b) Pour tout simplexes σ et τ de B(G), σ ⊂ τ , vστ : Hq(Wσ,C) −→ Hq(Wτ ,C)

est le morphisme induit en cohomologie par l’inclusion de Wτ dans Wσ.
D’après le théorème A de l’introduction, il existe une suite spectrale Er dans la
catégorie des G0-modules lisses dont le second terme est donnée par

E2
p,q = Hp

c(K,Hq) ' Hp
c(B(G),Hq)

tel que,
E2
p,q ⇒

p
Hp+q
c (W,C).

Pour tout entier naturel m, il existe donc une filtration décroissante de Hm
c (W,C)

dans la catégorie des G0-modules lisses telle que le gradué pour cette filtration soit
donné par :

Gr(Hm
c (W,C)) '

⊕
p+q=m

E∞p,q. (4.2.1)

Proposition 4.6. — La suite spectrale Er est n-triangulaire, c’est-à-dire véri-
fie : pour tout r > 2, pour tout p, q ∈ Z tel que p+ q > n, Erp,q = 0.
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Démonstration. — Le résultat découle du fait que Corc (X(p),Hq) = 0 pour p +
q > n. En effet, d’après la proposition (4.1.5) pour tout p-simplexe σ de B(G),
dim(Wσ) = n− p− 1. Donc Hqσ = Hq(Wσ,C) = 0 pour q > n− p, ce qui implique
que Corc (B(G)(p),Hq) = 0 pour p+ q > n. D’où le résultat. �

Corollaire 4.7. — La suite spectrale Er converge vers son n-ième terme.
Démonstration. — Découle de la proposition précédente. �

D’après le corollaire précédent, l’isomorphisme (4.2.1) devient :

Gr(Hm
c (W,C)) '

⊕
p+q=m

Enp,q. (4.2.2)

Dans la suite de cette section, on s’intéresse au G0-module lisse Hn−1
c (W,C). En

effet, d’après des calculs faits dans le cas n = 3, on s’attend à ce que les repré-
sentations cuspidales irréductibles de niveau zéro apparaissent dans le (n− 1)-ième
espace de cohomologie à support compact du complexe W̃. La difficulté de l’étude
de la cohomologie du complexe W est que l’on ne peut pas décrire explicitement
les G0-modules lisses intervenant dans l’isomorphisme (4.2.2) ci-dessus. Par contre,
on peut quand même décrire les termes Enp,q intervenant dans la cohomologie en
dimension supérieure.

Proposition 4.8. — Dans l’isomorphisme (4.2.2) ci-dessus on a les identifica-
tions suivantes :

i) Le G0-module lisse En0,n−1 s’identifie à la somme directe⊕
s∈C

c-indG0

Ps Hn−1(Ws,C)

où C est une chambre de B(G).
ii) Le G0-module lisse En1,n−2 s’identifie à H1

c(B(G),Hn−2).
iii) Pour 0 6 p, q 6 n − 1, avec p + q = n − 1 et 0 6 q 6 n − 3, le G0-module

lisse Enp,q s’identifie à un quotient de Hp
c(B(G),Hq).

Démonstration. — i) et ii) On va montrer que les termes E2
0,n−1 et E2

1,n−2 de la
deuxième page de la suite spectrale Er ne changent pas dans les pages suivantes,
c’est-à-dire que

Ek0,n−1 = E2
0,n−1 et Ek1,n−2 = E2

1,n−2

pour tout entier k > 2. Pour p = 0, 1, les différentielles dans la deuxième page
autour du terme E2

p,q, avec p + q = n − 1, sont représentées par le diagramme
suivant :

... // E2
p−2,q+1

d // E2
p,q

d // E2
p+2,q−1

// ...

Notons Tn l’ensemble des points (a, b) du réseau Z2 du plan se situant dans le
premier cadrant du plan et tel que a + b 6 n − 1. La suite spectrale Er étant
n-triangulaire, tous les termes E2

a,b, avec (a, b) en dehors de Tn, sont nuls. Pour
p = 0, 1, il est clair que les deux points (p− 2, q+ 1) et (p+ 2, q− 1) sont en dehors
de Tn, et donc les deux termes E2

p−2,q+1 et E2
p+2,q−1 sont nuls. Par conséquent,

E3
p,q = Hp,q(E2) = E2

p,q. Avec un raisonnement similaire, on vérifie que En−1
p,q = E2

p,q.
On en déduit les deux égalités

En0,n−1 = H0
c(B(G),Hn−1) et En1,n−2 = H1

c(B(G),Hn−2).
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Montrons que le G0-module lisse H0
c(B(G),Hn−1) s’identifie à la somme d’induites

compacte ⊕
s∈C

c-indG0

Ps Hn−1(Ws,C),

où C est une chambre de B(G). Le complexe de cochaînes de l’immeuble B(G) à
coefficients dans Hn−1 est donné par

Corc (B(G)(0),Hn−1) d // Corc (B(G)(1),Hn−1) d // Corc (B(G)(2),Hn−1) // ...

D’après la proposition (4.1.5), les espaces Corc (B(G)(m),Hn−1) sont nuls pour m+
n − 1 > n, c’est-à-dire Corc (B(G)(m),Hn−1) = 0 pour tout m > 1. Par suite,
on a l’isomorphisme de G0-modules lisses H0

c(B(G),Hn−1) ' Corc (B(G)(0),Hn−1).
D’après la proposition (3.3.2), on a un isomorphisme de G0-modules lisses

Corc (B(G)(0),Hn−1) '
⊕
s∈S0

c-indG0

PsH
n−1
s ,

où S0 est un système de représentants de l’action de G0 sur l’ensemble des sommets
de B(G). Pour toute chambre C de B(G), l’ensemble des sommets de C forme un
système de représentants de l’action de G0 sur l’ensemble des sommets de B(G).
De plus, pour tout sommet s, Hn−1

s = Hn−1(Ws,C). Par conséquent, on a

H0
c(B(G),Hn−1) '

⊕
s∈C

c-indG0

Ps Hn−1(Ws,C).

Finalement, on a l’isomorphisme

En0,n−1 '
⊕
s∈C

c-indG0

Ps Hn−1(Ws,C).

iii) Soit p et q deux entiers tels que 0 6 p, q 6 n − 1, avec p + q = n − 1 et
0 6 q 6 n− 3. Pour tout entier r compris entre 2 et n− 1, on a le diagramme,

... // Erp−r,q+r−1
dr // Erp,q

dr // Erp+r,q−r+1
// ...

Le terme Erp+r,q−r+1 est nul puisque le point (p+ r, q− r+ 1) est en dehors de Tn.
Alors le terme Er+1

p,q est un quotient de Erp,q. Comme E2
p,q est égal à Hp

c(B(G),Hq),
alors Enp,q est un quotient de Hp

c(B(G),Hq). �

Des identifications établies dans la proposition précédente, on obtient l’isomor-
phisme (4.2.3) suivant :

Gr(Hn−1
c (W,C)) '

⊕
p+q=n−1
06q6n−3

Enp,q ⊕H1
c(B(G),Hn−2)⊕

⊕
s∈C

c-indG0

Ps Hn−1(Ws,C).

Proposition 4.9. — Pour tout sommet s de B(G), la représentation de Ps
dans Hn−1(Ws,C) est triviale sur Us. Par conséquent, par passage au quotient
Hn−1(Ws,C) est une représentation du groupe réductif fini Ps/Us ' G.

Démonstration. — Le résultat provient du fait que l’action de Us sur le complexe
Ws est triviale. En effet, soit s un sommet de l’immeuble B(G) et α un sommet
de Ws de représentant gT0Uσ, avec g ∈ Ps et s ∈ σ. Pour tout u ∈ Us on a
ugT0Uσ = g(g−1ug)T0Uσ. Comme Us est normal dans Ps, on a g−1ug ∈ Us.
D’autre part, Us est contenu dans T0Uσ. En effet, si s ∈ σ alors Us ⊂ Uσ. Par
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suite, un représentant du sommet u.α est ugT0Uσ = g(g−1ug)T0Uσ = gT0Uσ,
d’où u.α = α. L’action de Us sur Ws étant triviale, son action sur la cohomologie
de Ws est donc aussi triviale. �

Remarque 4.10. — D’après la proposition précédente, déterminer la structure
de Ps-module lisse de l’espace Hn−1(Ws,C) revient à déterminer sa structure de
G-module.

4.3. Détermination de la représentation Hn−1(Ws,C). Dans ce paragraphe
on se propose de déterminer la structure de G-module de l’espace Hn−1(W(G),C).
Notons que le complexe W(G) est naturellement étiqueté. On fixe une fois pour
toutes l’étiquetage e : W(G) −→ ∆n−1 = {0, ..., n − 1} défini par e(gT.Uσ) =
dim(σ) + 1 pour tout sommet gT.Uσ. Il est clair que l’action de G sur W(G)
préserve l’étiquetage. Nous fixons pour la suite de l’article les notations suivantes :

Pour tout entier naturel p, on note W(G)p l’ensemble des p-simplexes de W(G).
On note ΩW l’ensemble des appartements de W(G) et AW son appartement stan-
dard. Pour i = 0, 1, on note W(G)n−2

i l’ensemble des (n− 2)-simplexes
σ = {gT.Uτ0 < ... < gT.Uτn−2}

de type i, c’est-à-dire tel que e(gT.Uτ0) = i. Pour tout σ ∈ W(G)n−2, on note
ChW(G)(σ) l’ensemble des chambres de W(G) contenant σ. Enfin, Pour tout en-
semble X, on note F(X) l’espace vectoriel des fonctions complexes sur X.

D’après la remarque (3.2.3), la représentation contragrédiente de Hn−1(W(G),C)
s’identifie à l’espace H(W(G),C) des formes harmoniques sur W(G). On rappelle
que H(W(G),C) est l’espace des fonctions complexes f sur l’ensemble des chambres
de W(G) vérifiant

∑
C∈W(G)n−1 [C : σ]f(C) = 0, pour tout simplexe σ ∈ W(G)n−2.

On a un isomorphisme de G-modules,

F(W(G)n−1) '
⊕

C∈ChAW

IndG
T1T. (4.3.1)

En effet, un système de représentants de l’action de G sur l’ensemble ChW(G) est
donné par l’ensemble ChAW des chambres de l’appartement standard. Alors l’ap-
plication

ϕ : F(W(G)n−1) −→
⊕

C∈ChAW

F(G),

définie par ϕ(f) =
∑

C∈ChAW
fC, où fC est la fonction de G donnée par

fC(g) = f(g−1.C),
est linéaire injective et G-équivariante. Soit f ∈ F(ChW(G)) et C ∈ ChAW . Pour
tout g ∈ G et t ∈ T on a, fC(tg) = f((tg)−1.C) = f(g−1t−1.C) = f(g−1.C) =
fC(g) puisque T est le stabilisateur de toute chambre de l’appartement AW . Par
suite, fC est dans l’induite IndG

T1T. De plus, soit un élément
∑

C∈ChAW
fC de⊕

C∈ChAW
F(G). On définit une fonction f sur l’ensemble ChW(G) par f(C′) =

fC(g), pour tout C′ ∈ ChW(G), où C est l’unique chambre de AW telle que C′ est
dans l’orbite de C et g un élément quelconque de G tel que g−1.C = C′. On a
clairement ϕ(f) =

∑
C∈ChAW

fC. D’où, ϕ est surjective et par conséquent c’est un
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isomorphisme de G-modules.
Notons Hi(W(G),C), i ∈ {0, 1}, l’espace des fonctions complexes f sur l’ensemble
W(G)n−1 des chambres vérifiant,∑

C∈W(G)n−1

[C : σ]f(C) = 0

pour tout simplexe σ ∈ W(G)n−2
i . L’espace Hi(W(G),C) est un sous-G-module de

F(W(G)n−1) et on H(W(G),C) = H0(W(G),C) ∩H1(W(G),C).

Proposition 4.11. — On a un isomorphisme de G-modules,

H0(W(G),C) ' IndG
T1T

Démonstration. — Soit f dans H0(W(G),C). Pour tout simplexe σ ∈ W(G)n−2
0 ,∑

C∈W(G)n−1

[C : σ]f(C) = 0

Montrons que f est déterminée par ses valeurs sur les ensembles Chg.AW , pour tout
appartement g.AW de W(G). Soit σ ∈ W(G)n−2

0 fixé,

σ = {gT.Uτ0 < ... < gT.Uτn−2}

avec τ0 est le simplexe vide de l’appartement A. Pour tout entier j compris entre
0 et n − 2, notons le sommet gT.Uτj de σ par sj . Le simplexe σ est contenu dans
l’appartement g.AW . Soit i = max{j ∈ ∆n−1/ e(sj) = j}. Une chambre C deW(G)
contenant σ est de la forme

C = {s0 < ... < si < s < si+1 < ... < sn−2}

où s = gT.Uτ avec τ un simplexe de l’appartement A contenant τi et contenu
dans τi+1. Or il existe exactement deux simplexes de A coincés entre τi et τi+1.
Ainsi, l’ensemble des chambres deW(G) contenant σ est constitué de deux chambres
contenues dans l’appartement g.AW , qu’on note C0(σ) et C1(σ). Remarquons que le
coefficient d’incidence [C : σ] vaut 1 pour n’importe quelle chambre contenant σ. Par
conséquent, une fonction f : ChW(G) −→ C est dans H0(W(G),C) si et seulement
si f(C0(σ)) + f(C1(σ)) = 0 pour tout σ ∈ W(G)n−2

0 . Par conséquent, pour tout
C,C′ ∈ Chg.AW , f(C) = −f(C′) ou f(C) = f(C′). En effet, soit C,C′ ∈ Chg.AW
et (C0, ...,Ck) une galerie de l’appartement g.AW reliant C à C′ (une telle galerie
existe puisque l’appartement g.AW est isomorphe à la subdivision barycentrique
du cône C(A) de l’appartement A). Pour tout i = 0, ..., k − 1, Ci et Ci+1 sont les
uniques chambres de g.AW contenant le simplexe Ci ∩ Ci+1, on a donc clairement
f(C) = f(C0) = ±f(Ck) = ±f(C′). Ainsi, f est bien déterminée par ses valeurs sur
les ensembles Chg.AW pour tout appartement g.AW deW(G). On fixe une chambre
C de l’appartement standard AW et on définit

Ψ : H0(W(G),C) −→ IndG
T1T,

par Ψ(f)(x) = f(x−1.C). L’application Ψ est bien définie. En effet, pour tout x ∈ G,
et t ∈ T, on a Ψ(f)(tx) = f(x−1t−1.C) = f(x−1.C) = Ψ(f)(x) puisque T est le
stabilisateur de toute chambre de l’appartement AW . De plus, Ψ est clairement
linéaire et équivariante. Soit f ∈ H0(W(G),C) telle que Ψ(f) = 0. Alors f(x.C) = 0
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pour tout x ∈ G. Soit C′ ∈ W(G)n−1, alors C′ est contenu dans un appartement
x.AW pour un certain x dans T. Les chambres de l’appartement standard AW
forment un système de représentants pour l’action de G sur l’ensemble des chambres
de W(G), donc C′ = x.C′′ pour une certaine chambre de AW . Par suite C′ = x.C′′
et x.C sont deux chambres de l’appartement x.AW . Alors d’après ce qui précède, on
a f(C′) = f(x.C′′) = ±f(x.C) = 0. Donc f est l’application nulle et on en déduit
que Ψ est injective. L’application Ψ est aussi surjective. En effet, si f ∈ IndG

T1T,
on définit une fonction h : W(G)n−1 −→ C de la façon suivante. Pour tout C′ ∈
ChW(G), C′ est contenu dans un unique appartement x.AW , pour un certain x ∈ G.
Alors C′ et x.C sont deux chambres de x.AW . Pour définir l’image par h de C′, on
fixe une galerie de longueur minimale (C0, ...,Cm) de l’appartement x.AW reliant
C′ à x.C (ie. une suite de chambres de x.AW telles que deux chambres consécutives
sont distinctes et s’intersectent suivant un simplexe de codimension 1, C0 = C′ et
Cm = x.C, tels que la longueur m est minimale). On pose h(C′) = (−1)mh(x.C).
Cette définition ne dépend pas de la galerie de longueur minimale reliant C′ à x.C
choisie puisque deux telles galeries ont la même longueur. D’après ce qui précède, la
fonction h est dansH0(W(G),C) et il est clair que Ψ(h) = f . Ainsi, Ψ est surjective.
Finallement, Ψ est un isomorphisme de G-modules. �

Proposition 4.12. — L’espace H1(W(G),C) contient une sous-représentation
isomorphe à la partie cuspidale de la somme directe⊕

C∈Ch(AW)

IndG
T1T

Démonstration. — Notons V le G-module
⊕

C∈ChAW
IndG

T1T. On définit une
application

ϕ : V −→ F(W(G)n−1)
de la façon suivante. Pour tout élément f =

∑
C∈ChAW

fC dans V et pour tout
chambre C′ ∈ ChW(G), on pose ϕ(f)(C′) = fC(x), où C est l’unique chambre de
AW telle que C′ est dans l’orbite de C et x un élément quelconque de G tel que
x−1.C = C′. Cette définition est indépendante du choix de x puisque si x1, x2 ∈ G
tel que x−1

1 .C = x−1
2 .C = C′, alors x1x

−1
2 .C = C et donc x1 = tx2 pour un certain

t ∈ T puisque le stabilisateur de C est égal à T. Par suite, comme fC est invariante
à gauche par T, on a fC(x1) = fC(x2). L’application ϕ est clairement linéaire,
vérifions qu’elle est équivariante. Soit C′ ∈ ChW(G) et g ∈ G. Soit C l’unique
chambre de AW telle que C′ est dans l’orbite de C et x un élément quelconque de
G tel que x−1.C = C′. Alors C est l’unique chambre de AW telle que g−1C′ est dans
l’orbite de C et on a (xg)−1.C = g−1.C′. Par suite (g.ϕ(f))(C′) = ϕ(f)(g−1.C′) =
fC(xg) = ϕ(g.f)(C′). D’où ϕ est bien équivariante. Notre opérateur d’entrelacement
ϕ est clairement injectif. On va montrer que ϕ envoie la partie cuspidale de V dans
l’espace H1(W(G),C). Soit σ ∈ W(G)n−2

1 ,
σ = {gT.Uτ0 < ... < gT.Uτn−2}

avec τ0 est un sommet de l’appartement A. Le simplexe σ est contenu dans une
unique chambre C′ contenu dans l’appartement g.AW . En effet

C′ = {gT < gT.Uτ0 < ... < gT.Uτn−2}



COHOMOLOGIE D’UN ESPACE AU-DESSUS DE L’IMMEUBLE DE BRUHAT-TITS 117

est clairement l’unique chambre de g.AW contenant σ. Soit C0 l’unique chambre de
AW tel que C′ = g.C0, C0 = {T < T.Uτ0 < ... < T.Uτn−2}. Montrons d’abord
que l’ensemble ChW(G)(σ) des chambres de W(G) contenant σ est donné par,
ChW(G)(σ) = {guC0, u ∈ Uτ0}. Soit D une chambre de W(G) contenant σ,
avec D = {hT < hT.Uς0 < ... < hT.Uςn−2}. Alors hT.Uςi = gT.Uτi pour tout
i = 0, ..., n− 2, ce qui donne g−1h ∈ T.Uτi et ςi = τi. En particulier g−1h ∈ T.Uτ0 ,
c’est-à-dire qu’il existe t ∈ T et u ∈ Uτ0 tel que h = gtu. Donc la chambre D est
donnée par,

{gtuT < gtuT.Uτ0 < ... < gtuT.Uτn−2} = gtut−1.{T < T.Uτ0 < ... < T.Uτn−2},

c’est-à-dire D = gu′C0 avec u′ = tut−1 ∈ Uτ0 puisque T normalise Uτ0 . D’où
pour tout σ ∈ W(G)n−2

1 , ChW(G)(σ) = {guC0, u ∈ Uτ0}, où g dans G et C0 est
l’unique chambre de l’appartement standard AW telle que σ est contenu dans gC0.
L’espace H1(W(G),C) est le sous-espace des fonctions f ∈ F(W(G)n−1) vérifiant
la condition d’harmonicité, ∑

C∈ChW(G)

[C : σ]f(C) = 0

pour tout simplexe σ ∈ W(G)n−2
1 . Soit σ ∈ W(G)n−2

1 , σ = {gTUτ0 < ... <

gTUτn−2} et C0 l’unique chambre de l’appartement AW telle que g.C0 est l’unique
chambre de g.AW contenant σ. On a∑

u∈Uτ0

[gu.C0 : σ]f(gu.C0) = 0

Remarquons que les coefficients d’incidence [gu.C0 : σ] sont indépendants de la
chambre gu.C0 contenant σ et sont tous égaux à 1. Donc si on note fC la fonction
définie par fC(g) = f(g−1C) pour tout chambre C de AW , on a∑

u∈Uτ0

fC0(ug−1) = 0

pour tout g ∈ G. On en déduit que, pour tout C ∈ W(G)n−1, la fonction fC vérifie,∑
u∈U

fC(ug−1) = 0 (*)

pour tout g ∈ U et tout sous-groupe parabolique standard maximal propre P de
G de radical unipotent U. Soit

∑
C∈ChAW

fC un élément de la somme directe des

G-modules (IndG
T1T)cusp, lorsque C parcourt l’ensemble des chambres de AW . Mon-

trons que ϕ(f) vérifie la condition (*) ci-dessus. Comme pour tout C ∈ ChAW , fC

est dans la partie cuspidale de l’induite IndG
T1T, alors pour tout sous-groupe para-

blique propre P de radical unipotent U on a∑
u∈U

fC(gu) = 0.
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Soit g ∈ G et P un sous-groupe parabolique standard maximal propre de G de
radical unipotent U. On a∑

u∈U

fC(ug) =
∑
u∈U

fC(g−1gug) =
∑

v∈g−1Ug

fC(gv) = 0

Donc ϕ(f) est bien dans l’espace H1(W(G),C). Ainsi, l’opérateur d’entrelacement
ϕ envoit injectivement la partie cuspidale de V dans H1(W(G),C). �

Proposition 4.13. — Le G-module H(W(G),C) contient la partie cuspidale
de l’induite IndG

T1T. De plus, on a l’isomorphisme

H(W(G),C)cusp ' (IndG
T1T)cusp.

Démonstration. — Soit C une chambre fixée de l’appartement standard AW . On
note V0 le G-module IndG

T1T. Dans la preuve de la proposition (4.3.1), on a vu que
l’application Ψ : H0(W(G),C) −→ V0, définie par Ψ(f)(x) = f(x−1.C), est un
isomorphisme de G-modules. Notons ϕ : V0 −→ H0(W(G),C) sa réciproque. On
vérifie facilement que ϕ est définie par,

ϕ(f)(C′) =
{
f(x) si C′ = x−1.C
0 sinon.

Montrons que ϕ envoit Vcusp
0 dansH1(W(G),C). Soit f ∈ Vcusp

0 . Soit σ ∈ W(G)n−2
1 ,

un simplexe de la forme σ = {gT.Uτ0 < ... < gTUτn−2}, avec τ0 est un sommet de
l’appartement A. Le simplexe σ est contenu dans une unique chambre Cσ contenu
dans l’appartement g.AW . Soit C0 l’unique chambre de AW tel que Cσ = g.C0,
C0 = {T < T.Uτ0 < ... < TUτn−2}. Dans la preuve de la proposition (4.3.2), on a
vu que l’ensemble des chambres deW(G) contenant σ est donné par, ChW(G)(σ) =
{guC0, u ∈ Uτ0}. Par suite, on a∑

F∈W(G)n−1

[F : σ]ϕ(f)(F)
∑

F∈ChW(G)(σ)

[F : σ]ϕ(f)(F) =
∑
u∈Uτ0

[guC0 : σ]ϕ(f)(guC0)

On distingue deux cas : si C0 6= C, la dernière somme est clairement nulle, sinon
on a∑

F∈W(G)n−1

[F : σ]ϕ(f)(F) =
∑
u∈Uτ0

[guC : σ]ϕ(f)(guC) =
∑
u∈Uτ0

[guC : σ]f(u−1g−1)

=
∑
u∈Uτ0

f(u−1g−1) =
∑

v∈gUτ0g
−1

f(g−1v),

or comme f ∈ Vcusp
0 , pour tout sous-groupe parabolique P de G de radical unipotent

U,
∑
u∈U f(xu) = 0, pour tout x ∈ G puisque la fonction f̃ , définie sur G par

f̃(x) =
∑
u∈U f(xu), est dans l’espace de Vcusp

0 et est invariante à droite par U. Par
conséquent, on a ∑

F∈W(G)n−1

[F : σ]ϕ(f)(F) =
∑

v∈gUτ0g
−1

f(g−1v) = 0.
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D’où ϕ(f) est bien dans H1(W(G),C). Par suite, ϕ envoie Vcusp
0 dans l’intersection

de H0(W(G),C) avec H1(W(G),C) qui est égale à H(W(G),C). On en déduit que
la restriction de ϕ à la partie cuspidale de V0,

ϕ : Vcusp
0 −→ H(W(G),C),

est un plongement de G-modules. Montrons que le plongement ϕ induit un isomor-
phisme de Vcusp

0 dans H(W(G),C)cusp, c’est-à-dire que l’application

ϕ : Vcusp
0 −→ H(W(G),C)cusp

est un isomorphisme. Pour cela, il suffit de vérifier que les espaces H0(W(G),C) et
H(W(G),C) ont les mêmes parties cuspidales. L’inclusion

H(W(G),C)cusp ⊂ H0(W(G),C)cusp

est immédiate puisque l’espaceH(W(G),C) est contenu dansH0(W(G),C). Pour la
deuxième inclusion, soit f ∈ H0(W(G),C)cusp. Soit σ ∈ W(G)n−2

1 , un simplexe de
la forme σ = {gT < gT.Uτ0 < ... < gT.Uτn−2}, avec τ0 un sommet de l’appartement
A. On note Cσ l’unique chambre de l’appartement g.AW contenant σ et C0 l’unique
chambre de l’appartement AW telle que Cσ = g.C0. On a∑

F∈ChW(G)(σ)

[F : σ]f(F) =
∑
u∈Uτ0

f(guC0) =
∑

v∈gUτ0g
−1

f(v−1gC0),

or comme f est dans la partie cuspidale de H0(W(G),C), pour tout sous-groupe
parabolique P de G de radical unipotent U, la fonction complexe f̃ définie sur
l’ensemble W(G)n−1 par, f̃(F) =

∑
u∈U f(u−1.F), est invariante par U et donc

nulle. Par conséquent, on a∑
F∈ChW(G)(σ)

[F : σ]f(F) =
∑

v∈gUτ0g
−1

f(v−1gC0) = 0.

Par suite, f appartient à H0(W(G),C)cusp∩H1(W(G),C) = H(W(G),C)cusp. D’où
la deuxième inclusion et donc l’égalité. �

Théorème 4.14. — On a l’isomorphisme de G-modules

Hn−1(W(G),C)cusp ' (IndG
T1T)cusp.

Démonstration. — D’après le théorème (3.2.2), la représentation contragrédiente
du G-module Hn−1(W(G),C) s’identifie à l’espace H(W(G),C) des formes harmo-
niques. Donc la partie cuspidale de H(W(G),C) est isomorphe à la partie cuspidale
de la contragrédiente H(W(G),C)∨, or la partie cuspidale de la contragrédiente
d’un G-module V est isomorphe à la contragrédiente de Vcusp. Par suite, la contra-
gédiente de Hn−1(W(G),C)cusp est isomorphe à H(W(G),C)cusp, or comme pour
tout G-module V, la double contragrédiente V∨∨ est canoniquement isomorphe à
V, alors Hn−1(W(G),C)cusp est isomorphe à la contragrédiente de H(W(G),C)cusp.
D’après la proposition (4.3.3), la partie cuspidale de H(W(G),C) est isomorphe à
la partie cuspidale de l’induite IndG

T1T, donc la contragrédiente de H(W(G),C)cusp

est isomorphe à la contragrédiente de (IndG
T1T)cusp et donc isomorphe à la partie

cuspidale de (IndG
T1T)∨, or l’induite IndG

T1T est clairement auto-duale, c’est-à-dire
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isomorphe à sa contragrédiente. Par conséquent, Hn−1(W(G),C)cusp est isomorphe
à (IndG

T1T)cusp. �

5. Représentations cuspidales de niveau zéro

5.1. Représentations cuspidales de G.

Théorème 5.1. — Toute représentation cuspidale irréductible de caractère cen-
tral trivial de G se plonge dans Hn−1(W(G),C).

Démonstration. — Soit (π,V) une représentation cuspidale irréductible de ca-
ractère central trivial de G. Commençons par montrer que (π,V) se plonge dans
l’espace des formes harmoniques H(W(G),C). Montrons que π se plonge dans
H0(W(G),C). D’après la proposition (4.3.1), la représentation H0(W(G),C) est
isomorphe à l’induite IndG

T1T. Soit M le sous-groupe mirabolique de G, U le sous-
groupe unipotent supérieur standard et Z le centre de G :

M =
{( g x

0 1

)
, g ∈ GLn−1(kF), x ∈ (kF)n−1

}
et

U =


1 kF · · · kF

0
. . . . . .

...
...

. . . kF
0 · · · 0 1


On fixe un caractère non trivial ψ du groupe additif de kF et on définit un caractère
χ du groupe U par,

χ(


1 x1,2 · · · x1,n

0
. . . . . .

...
...

. . . xn−1,n
0 · · · 0 1

) = ψ(x1,2 + x2,3 + ...+ xn−1,n)

Par le modèle de Kirillov, la restriction de π au groupe Z.M est isomorphe à l’induite
IndZ.M

Z.Uχ. Donc, d’après la formule de Mackey, la restriction de π au groupe T est
donnée par,

π|T = (IndZ.M
Z.Uχ)|T =

⊕
g∈Z.U\Z.M/T

IndT
(Z.U)g∩Tχ

g =
⊕

g∈ZU\Z.M/T

1T

puisque l’intersection (Z.U)g∩T est toujours triviale. Alors π|T contient le caractère
trivial. Par suite, l’espace HomT(π|T, 1T) est non nul. Par réciprocité de Frobenius,

l’espace HomG(π, IndG
T1T) est non nul, et donc, par irréductibilité de π, la repré-

sentation π se plonge dans IndG
T1T. Comme π se plonge dans IndG

T1T, π se plonge
donc dans H0(W(G),C). Fixons un plongement de G-modules Φ : V −→ IndG

T1T.
Comme la représentation π est cuspidale et que Φ est injective, alors Φ(V) est
contenu dans la partie cuspidale de IndG

T1T, or d’après la proposition (4.3.3) la re-
présentation (IndG

T1T)cusp est contenu dansH(W(G),C), alors Φ est un plongement
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de V dans l’espace H(W(G),C) des formes harmoniques. Montrons que la repré-
sentation V se plonge dans Hn−1(W(G),C). D’après le théorème (3.2.2) page 10, la
représentation H(W(G),C) s’identifie à la contragrédiente de Hn−1(W(G),C), or
on a un opérateur d’entrelacement injectif

Φ : V −→ H(W(G),C) ' Hn−1(W(G),C)∗

Donc en passant aux contragrédientes, on obtient un opérateur d’entrelacement
surjectif,

Φ∗ : Hn−1(W(G),C)∗∗ ' Hn−1(W(G),C) −→ V∗

Or, la contragrédiente d’une représentation cuspidale irréductible de G est cuspidale
irréductible, donc V∗ est cuspidale irréductible. Par conséquent V∗ est isomorphe
à une sous-représentation de Hn−1(W(G),C). Comme l’ensemble des classes d’iso-
morphismes des représentations cuspidales irréductibles de G est stable par contra-
grédientes, alors V se plonge dans Hn−1(W(G),C). �

Proposition 5.2. — Toutes les représentations cuspidales irréductibles de ca-
ractère central trivial de G apparaissent dans Hn−1(W(G),C) avec la même multi-
plicité égale à

mcusp = 1
(q − 1)n−1 (qn−1 − 1)(qn−1 − q) · · · (qn−1 − qn−2)

Démonstration. — Soit (π,V) une représentation cuspidale irréductible de ca-
ractère central trivial de G. D’après le théorème (4.3.4), la partie cuspidale de la
représentation Hn−1(W(G),C) est isomorphe à (IndG

T1T)cusp, comme de plus π est
cuspidale, alors on a

HomG(π,Hn−1(W(G),C)) = HomG(π, IndG
T1T)

et donc
dim(HomG(π,Hn−1(W(G),C))) = dim(HomG(π, IndG

T1T).
Or par réciprocité de Frobenius on a,

dim(HomG(π, IndG
T1T)) = dim(HomT(π|T, 1T)).

Avec les notations de la démonstration du théorème précédent, la restriction de π
au groupe T est donnée par,

π|T =
⊕

g∈Z.U\Z.M/T

1T.

Alors la dimension de l’espace HomT(π|T, 1T) est égale au cardinal de l’ensemble
U\Z.M/T. Or un simple calcul donne |U\Z.M/T| = 1

(q−1)n−1 (qn−1 − 1)(qn−1 −
q)...(qn−1 − qn−2). D’où la dimension de l’espace HomG(π,Hn−1(W(G),C)) est
égale à

mcusp = 1
(q − 1)n−1 (qn−1 − 1)(qn−1 − q)...(qn−1 − qn−2). �

Remarque 5.3. — Pour n = 2, une représentation cuspidale irréductible de ca-
ractère central trivial de G apparaît dans H1(W(G),C) avec multiplicité 1.
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5.2. Représentations cuspidales de niveau zéro de G.

Théorème 5.4. — Toute représentation cuspidale irréductible de niveau zéro
de G de caractère central trivial sur OF

× est isomorphe à un sous-quotient irréduc-
tible de

Hn−1
c (W̃,C).

Démonstration. — Soit (π,V) une représentation cuspidale irréductible de ni-
veau zéro de G de caractère central trivial surO×F . D’après la construction des repré-
sentations cuspidales irréductibles de niveau zéro de G donnée dans [7] ou dans [10],
il existe une représentation cuspidale irréductible σ̄ de G telle que π = c-indG

ZKσ̂, où
K est le sous-groupe compact maximal GLn(OF), Z est le centre de G, σ l’inflation
de σ̄ à K, et σ̂ l’unique extension de σ à ZK vérifiant σ̂(zk) = ωπ(z)σ(k) pour tout
z ∈ Z et k ∈ K, où ωπ est le caractère central de π. D’après le théorème (5.1.1),
la représentation σ̄ de G se plonge dans l’espace Hn−1(W(G),C), donc sa relevée
σ se plonge dans Hn−1(Ws,C) comme représentation lisse de K, où s est le som-
met standard de l’immeuble B(G). Par conséquent, par exactitude de l’induction
compacte, la représentation c-indG0

K σ se plonge dans c-indG0

K Hn−1(Ws,C), où s est
le sommet standard de l’immeuble B(G). Donc c-indG0

K σ se plonge dans la somme
directe ⊕

s∈C
c-indG0

K Hn−1(Ws,C),

où C est la chambre standard de B(G). Ainsi, de l’isomorhisme (4.2.3), page 16, la
représentation c-indG0

K σ se plonge dans le gradué Gr(Hn−1
c (W,C)). Montrons que

la représentation c-indG
Kσ se plonge dans le gradué du G-module lisse Hn−1

c (W̃,C)
pour une certaine filtration décroissante par des sous-G-modules lisses. D’après la
proposition (2.2.5) page 9, les composantes connexes du G-complexe simplicial W̃
sont les translatés g.W, pour g ∈ G/G0. Donc on a un isomorphisme d’espaces
vectoriels,

Hn−1
c (W̃,C) '

⊕
g∈G/G0

Hn−1
c (g.W,C).

Le groupe G permute transitivement les espaces Hn−1
c (g.W,C), lorsque g parcourt

l’ensemble G/G0. Alors on a un isomorphisme de G-modules lisses,

Hn−1
c (W̃,C) ' c-indG

G0Hn−1
c (W,C).

La filtration décroissante du G0-module lisse Hn−1
c (W,C) donnée par la suite spec-

trale Er de la section (4.2), induit par induction compacte de G0 à G une filtration
décroissante de Hn−1

c (W̃,C). Le gradué de Hn−1
c (W̃,C) relativement à cette der-

nière filtration est alors donné par,

Gr(Hn−1
c (W̃,C)) = c-indG

G0Gr(Hn−1
c (W,C)).

Comme la représentation c-indG0

K σ se plonge dans Gr(Hn−1
c (W,C)), alors par induc-

tion compacte la représentation c-indG
Kσ se plonge dans le gradué de Hn−1

c (W̃,C).
Par conséquent, la représentation c-indG

Kσ se plonge dans un sous-quotient de l’es-
pace de cohomologie Hn−1

c (W̃,C). Par transitivité de l’induction compacte on a,

c-indG
Kσ = c-indG

ZK(c-indZK
K σ)
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Or,
c-indZK

K σ = c-indZK
K (σ̂|K) = σ̂ ⊗ c-indZK

K 1K.

Donc,
c-indG

Kσ = c-indG
ZK(σ̂ ⊗ c-indZK

K 1K). (5.2.1)
La représentation triviale de ZK est un sous-quotient irréductible de c-indZK

K 1K. En
effet par réciprocité de Frobenius, on a

HomZK(c-indZK
K 1K, 1ZK) ' HomK(1K, 1K),

et donc l’espace des entrelacements de l’induite compacte c-indZK
K 1K dans la re-

présentation triviale de ZK est non nul. Par suite, la représentation 1ZK est un
sous-quotient de c-indZK

K 1K puisqu’elle est irréductible. Par conséquent, la repré-
sentation σ̂ est un sous-quotient de c-indZK

K σ puisque la représentation trivial de
ZK l’est. Donc par exactitude de l’induction compacte et vue l’identité (5.2.1), la
représentation π = c-indG

ZKσ̂ est un sous-quotient de c-indG
Kσ. Or on a montré ci-

dessus que c-indG
Kσ se plonge dans un sous-quotient de Hn−1

c (W̃,C). Comme π est
un sous-quotient de c-indG

Kσ, alors π se plonge dans un sous-quotient de l’espace de
cohomologie Hn−1

c (W̃,C). De plus, π étant irréductible, c’est donc un sous-quotient
irréductible de cet espace de cohomologie. �

Remarque 5.5. — Le complexe W(G) est muni d’une action de K = GLn(OF)
triviale sur K1 = In+$FMn(OF). L’espace de cohomologie en dimension supérieure
Hn−1(W(G),C) contient toutes les représentations cuspidales irréductibles de K/K1

de caractère central trivial. Ce sont les types de niveau zéro pour les représentations
cuspidales de niveau zéro et de caractère central trivial sur O×F .
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